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÷ÁÖÎÏÊ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØÀ ÂÉÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÓÉÓÔÅÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÈ ÓÐÏÓÏÂÎÏÓÔØ ÐÅÒÅËÌÀÞÁÔØ-

ÓÑ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÒÅÖÉÍÁ ÆÕÎËÃÉÏÎÉÒÏ×ÁÎÉÑ × ÄÒÕÇÏÊ, ÞÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÎÅÓËÏÌØËÉÍ

ÕÓÔÏÊÞÉ×ÙÍ ÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÙÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÍ ÓÉÓÔÅÍÙ. îÁ ÆÁÚÏ×ÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÔÁËÁÑ ÓÉ-

ÓÔÅÍÁ ÏÂÌÁÄÁÅÔ Ä×ÕÍÑ (É ÂÏÌÅÅ) ÕÓÔÏÊÞÉ×ÙÍÉ ÏÓÏÂÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ. ïÂÌÁÓÔÉ ×ÌÉÑÎÉÑ

ÕÓÔÏÊÞÉ×ÙÈ ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞÅË ÒÁÚÄÅÌÑÀÔÓÑ ÓÅÐÁÒÁÔÒÉÓÁÍÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÏÂÙÞÎÏ ÐÒÏÈÏÄÑÔ

ÞÅÒÅÚ ÎÅÕÓÔÏÊÞÉ×ÕÀ ÏÓÏÂÕÀ ÔÏÞËÕ ÔÉÐÁ �ÓÅÄÌÏ� (ÒÉÓ. II.1).

òÉÓ. II.1

æÁÚÏ×ÙÊ ÐÏÒÔÒÅÔ ÔÒÉÇÇÅÒÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ Ó Ä×ÕÍÑ

ÕÓÔÏÊÞÉ×ÙÍÉ ÏÓÏÂÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ

ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÙÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ × ÓÉÓÔÅÍÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑ-

ÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏÍ ÔÏÞÅË ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÇÌÁ×ÎÙÈ ÉÚÏËÌÉÎ ×ÅÒÔÉ-

ËÁÌØÎÙÈ É ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÈ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ (ÖÉÒÎÙÅ ÌÉÎÉÉ).

ôÏÞËÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÉÚÏËÌÉÎ b ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÓÅÄÌÏ,

Á ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÇÌÁ×ÎÙÈ ÉÚÏËÌÉÎ a É c, ÌÅÖÁÝÉÅ ÐÏ

ÏÂÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ÏÔ ÓÅÐÁÒÁÔÒÉÓÙ ÓÅÄÌÁ (ÐÕÎËÔÉÒÎÁÑ ÌÉÎÉÑ),|

ÕÓÔÏÊÞÉ×ÙÅ ÕÚÌÙ. åÓÌÉ ÎÁÞÁÌØÎÏÅ ÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÉÚÏÂÒÁÖÁÀ-

ÝÅÊ ÔÏÞËÉ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÏ ÌÅ×ÅÅ ÓÅÐÁÒÁÔÒÉÓÙ ÓÅÄÌÁ, ÓÉÓÔÅÍÁ

ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × ÏÂÌÁÓÔÉ ×ÌÉÑÎÉÑ ÏÓÏÂÏÊ ÔÏÞËÉ a É ÓÔÒÅÍÉÔ-

ÓÑ Ë ÜÔÏÍÕ ÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÍÕ ÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÏÍÕ ÓÏÓÔÏÑÎÉÀ. éÚ

ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË, ÌÅÖÁÝÉÈ ÐÒÁ×ÅÅ ÓÅÐÁÒÁÔÒÉÓÙ, ÓÉÓÔÅÍÁ

ÂÕÄÅÔ Ä×ÉÇÁÔØÓÑ Ë ÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÊ ÏÓÏÂÏÊ ÔÏÞËÅ c

óÉÓÔÅÍÁ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÁÑ Ä×ÕÍÑ ÉÌÉ ÎÅÓËÏÌØËÉÍÉ ÕÓÔÏÊÞÉ×ÙÍÉ ÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÙÍÉ

ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÍÉ, ÍÅÖÄÕ ËÏÔÏÒÙÍÉ ×ÏÚÍÏÖÎÙ ÐÅÒÅÈÏÄÙ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÒÉÇÇÅÒÎÏÊ. ÷ ÏÔ-

ÌÉÞÉÅ ÏÔ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÈ × ÇÌ. I. ÓÉÓÔÅÍ, ÉÍÅÀÝÉÈ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÏÅ ÓÏ-

ÓÔÏÑÎÉÅ, × ÔÒÉÇÇÅÒÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍÁÈ ÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ

ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ. åÓÌÉ ÓÉÓÔÅÍÁ ÆÕÎËÃÉÏÎÉÒÕÅÔ × ÏÄÎÏÍ ÉÚ Ó×ÏÉÈ ÕÓÔÏÊÞÉ×ÙÈ

ÒÅÖÉÍÏ×, ÍÁÌÙÍÉ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÑÍÉ ÅÅ ÎÅÌØÚÑ ×Ù×ÅÓÔÉ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÒÅÖÉÍÁ. ïÄÎÁËÏ ×

ÒÅÁÌØÎÙÈ ÂÉÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÓÉÓÔÅÍÁÈ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÓÐÏÓÏÂÙ ÐÅÒÅËÌÀÞÅÎÉÑ ÕÓÔÏÊÞÉ×ÙÈ

ÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÙÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ. äÏÐÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ ÆÕÎËÃÉÏÎÉÒÕÅÔ × ÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÍ ÒÅ-

ÖÉÍÅ a É ÅÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÐÅÒÅ×ÅÓÔÉ × ÄÒÕÇÏÊ ÕÓÔÏÊÞÉ×ÙÊ ÒÅÖÉÍ c. üÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ

Ä×ÕÍÑ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ.

úÁ ÓÞÅÔ ×ÎÅÛÎÅÇÏ ×ÏÚÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÍÏÖÎÏ ÔÁË ÉÚÍÅÎÉÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x É y,

ÎÁÐÒÉÍÅÒ ÒÅÚËÏ Õ×ÅÌÉÞÉ× x, ÞÔÏ ÜÔÏ ÐÅÒÅ×ÅÄÅÔ ÓÉÓÔÅÍÕ × ÎÅËÕÀ ÔÏÞËÕ c0 (ÒÉÓ. II.1),
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ÎÁÈÏÄÑÝÕÀÓÑ ÐÏ ÐÒÁ×ÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ ÓÅÐÁÒÁÔÒÉÓÙ ÓÅÄÌÁ × ÏÂÌÁÓÔÉ ÐÒÉÔÑÖÅÎÉÑ ÕÓÔÏÊÞÉ-

×ÏÇÏ ÕÚÌÁ c. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÓÉÓÔÅÍÁ ÕÖÅ ÓÁÍÁ ÐÏ ÆÁÚÏ×ÏÊ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ ÐÅÒÅÊÄÅÔ × ÔÏÞËÕ c

É ÏËÁÖÅÔÓÑ × ÔÒÅÂÕÅÍÏÍ ÒÅÖÉÍÅ. üÔÏ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÊ ÓÉÌÏ×ÏÊ ÓÐÏÓÏÂ ÐÅÒÅËÌÀÞÅ-

ÎÉÑ ÔÒÉÇÇÅÒÁ, ÏÎ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ ÓÐÅÃÉÆÉÞÅÓËÉÍ. ÷ ÓÌÕÞÁÅ ÈÉÍÉÞÅÓËÏÊ ÒÅÁËÃÉÉ

ÄÌÑ ÔÁËÏÇÏ ÐÅÒÅËÌÀÞÅÎÉÑ × ÓÉÓÔÅÍÕ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÄÏÂÁ×ÉÔØ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï

ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÈÉÍÉÞÅÓËÏÇÏ ×ÅÝÅÓÔ×Á (× ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ×ÅÝÅÓÔ×Á x).

òÉÓ. II.2

ðÒÏÃÅÓÓ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÅÒÅËÌÀÞÅÎÉÑ ÔÒÉÇÇÅÒÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÎÁ ÆÁÚÏ×ÏÊ ÐÌÏÓËÏ-

ÓÔÉ

ðÒÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÉ ÕÐÒÁ×ÌÑÀÝÅÇÏ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ ÓÉÓÔÅÍÁ, ÎÁÈÏÄÉ×ÛÁÑÓÑ × ÎÁÞÁÌÅ ÐÒÏÃÅÓÓÁ ÐÅÒÅËÌÀÞÅ-

ÎÉÑ × ÔÏÞËÅ a(a0) Ó ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ x É y ÎÁ ÆÁÚÏ×ÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ (I), ÏËÁÖÅÔÓÑ

×ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ ÆÁÚÏ×ÏÇÏ ÐÏÒÔÒÅÔÁ × ÏÂÌÁÓÔÉ ÐÒÉÔÑÖÅÎÉÑ ÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÇÏ ÕÚÌÁ c (IV ), ËÕÄÁ ÏÎÁ

ÓÁÍÏÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ ÐÅÒÅÊÄÅÔ (ÞÅÒÅÚ ÓÔÁÄÉÉ, ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÎÙÅ ÎÁ ÒÉÓ. II É III)

äÒÕÇÉÍ, ÂÏÌÅÅ ÔÏÎËÉÍ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÐÏÓÏÂ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÎÅÓÐÅÃÉÆÉÞÅÓËÏÇÏ

ÐÅÒÅËÌÀÞÅÎÉÑ. úÄÅÓØ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏÍÕ ×ÏÚÄÅÊÓÔ×ÉÀ ÐÏÄ×ÅÒÇÁÀÔÓÑ ÎÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ,

Á ÐÁÒÁÍÅÔÒÙ ÓÉÓÔÅÍÙ, ÞÔÏ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÄÏÓÔÉÇÎÕÔÏ ÒÁÚÎÙÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ, ÎÁÐÒÉ-

ÍÅÒ ÉÚÍÅÎÅÎÉÅÍ ÔÅÍÐÅÒÁÔÕÒÙ, pH ÉÌÉ ÓËÏÒÏÓÔÉ ÐÏÓÔÕÐÌÅÎÉÑ ÓÕÂÓÔÒÁÔÁ. óÕÝÎÏÓÔØ

ÐÒÏÃÅÓÓÁ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÅÒÅËÌÀÞÅÎÉÑ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÎÏÊ

ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÆÁÚÏ×ÏÇÏ ÐÏÒÔÒÅÔÁ ÏÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÕÐÒÁ×ÌÑÀÝÅÇÏ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ ÓÉÓÔÅÍÙ

(ÒÉÓ. II.2).

ðÒÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÉ ÆÁÚÏ×ÏÇÏ ÐÏÒÔÒÅÔÁ ÓÁÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÏÓÏÂÏÊ ÔÏÞËÉ c, ËÏÎÅÞÎÏ,

ÔÁËÖÅ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÉÚÍÅÎÑÔÓÑ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÎÉ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏ× ÓÉÓÔÅÍÙ. ðÒÉ

×ÏÚ×ÒÁÝÅÎÉÉ Ë ÐÒÅÖÎÉÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍ ÕÐÒÁ×ÌÑÀÝÅÇÏ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ ÉÓÈÏÄÎÙÊ ÆÁÚÏ×ÙÊ

ÐÏÒÔÒÅÔ ÓÉÓÔÅÍÙ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ, ÎÏ ÏÎÁ ÕÖÅ ÂÕÄÅÔ ÒÁÂÏÔÁÔØ × ÔÒÅÂÕÅÍÏÍ ÒÅÖÉÍÅ c.

íÏÄÅÌÉ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÅ ÔÒÉÇÇÅÒÎÙÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ, ÏËÁÚÁÌÉÓØ ÐÒÉÍÅÎÉÍÙÍÉ ÄÌÑ

ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÐÒÏÃÅÓÓÏ× Ü×ÏÌÀÃÉÉ. ïÄÉÎ ÉÚ ÎÉÈ| ÐÒÏÃÅÓÓ ×ÏÚÎÉËÎÏ×ÅÎÉÑ ÅÄÉÎÏÇÏ

ËÏÄÁ ÇÅÎÅÔÉÞÅÓËÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ, ËÏÇÄÁ ÏÄÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÕËÌÅÏÔÉÄÏ×

ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÏÄÎÁ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÁÍÉÎÏËÉÓÌÏÔ. ÷ ÍÏÄÅÌÑÈ, ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÎÙÈ
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ä.ó.þÅÒÎÁ×ÓËÉÍ, ×ÏÚÎÉËÎÏ×ÅÎÉÅ ÅÄÉÎÏÇÏ ËÏÄÁ Ó×ÑÚÁÎÏ Ó ÏÔÂÏÒÏÍ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÍÎÏÇÉÈ

ÒÁ×ÎÏ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÓÐÏÓÏÂÏ× ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÇÅÎÅÔÉÞÅÓËÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ. ðÒÏÓÔÅÊÛÁÑ

ÍÏÄÅÌØ ÐÒÏÃÅÓÓÁ ÏÔÂÏÒÁ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ Ä×ÕÈ ÒÁ×ÎÏÐÒÁ×ÎÙÈ ÂÉÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÏÂßÅËÔÏ×

ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÓÉÓÔÅÍÕ Ä×ÕÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ:

dx

dt
= a0

S

kS + S
x� bx� gxy;

dy

dt
= a0

S

kS + S
y � by � gxy; (II.1.1)

ÇÄÅ x|ËÏÎÃÅÎÔÒÁÃÉÑ ÏÂßÅËÔÏ× ÐÅÒ×ÏÇÏ ÔÉÐÁ; y|ËÏÎÃÅÎÔÒÁÃÉÑ ÏÂßÅËÔÏ× ×ÔÏÒÏÇÏ

ÔÉÐÁ; S|ËÏÎÃÅÎÔÒÁÃÉÑ ÓÕÂÓÔÒÁÔÁ, ÏÂÝÅÇÏ ÄÌÑ ÏÂÏÉÈ ÔÉÐÏ× ÏÂßÅËÔÏ×; a0, kS , b,
g|ËÏÎÓÔÁÎÔÙ. ÷ ÍÏÄÅÌÉ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÏÂßÅËÔÙ ÏÂÏÉÈ ÔÉÐÏ× ÐÒÉ ×ÚÁÉÍÏ-

ÄÅÊÓÔ×ÉÉ ÐÏÇÉÂÁÀÔ (ÞÌÅÎÙ ×ÉÄÁ| gxy). óÕÂÓÔÒÁÔ S ÌÉÍÉÔÉÒÕÅÔ ÒÏÓÔ ÐÏÐÕÌÑÃÉÊ,

ÓËÏÒÏÓÔØ ÐÒÉÒÏÓÔÁ ÂÉÏÍÁÓÓÙ ÏÂßÅËÔÏ× ÏÂÏÉÈ ÔÉÐÏ× ÚÁÐÉÓÁÎÁ × ÆÏÒÍÅ íÏÎÏ. úÄÅÓØ

ÎÅ ×ËÌÀÞÅÎÏ ÏÔÄÅÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÄÌÑ ÒÁÓÈÏÄÏ×ÁÎÉÑ ÏÂÝÅÇÏ ÓÕÂÓÔÒÁÔÁ

dS

dt
= S0 �

S

kS + S
(x+ y);

ËÏÔÏÒÏÅ ÚÁÍÅÎÅÎÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ. óÉÓÔÅÍÁ (II.1.1) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÚÁÍËÎÕÔÏÊ. ÷ ÔÁËÏÍ

×ÉÄÅ ÏÎÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ Ä×Á ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ É ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÔÒÉÇ-

ÇÅÒ, Ä×Å ÕÓÔÏÊÞÉ×ÙÅ ÏÓÏÂÙÅ ÔÏÞËÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÙ ÎÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ ÏÓÑÈ

ÆÁÚÏ×ÏÇÏ ÐÏÒÔÒÅÔÁ ÓÉÓÔÅÍÙ (ÒÉÓ. II.3).

òÉÓ. II.3

æÁÚÏ×ÙÊ ÐÏÒÔÒÅÔ ÓÉÓÔÅÍÙ ÁÎÔÁÇÏÎÉÓÔÉÞÅÓËÉÈ

×ÉÄÏ×

÷ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ ÓÉÓÔÅÍÙ

ÕÓÔÒÅÍÌÑÀÔÓÑ ÌÉÂÏ Ë ÏÄÎÏÊ, ÌÉÂÏ Ë ÄÒÕÇÏÊ ÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÊ

ÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÏÊ ÔÏÞËÅ, ÌÅÖÁÝÉÍ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ ÐÏ ÏÂÅ ÓÔÏ-

ÒÏÎÙ ÓÅÐÁÒÁÔÒÉÓÙ 000 ÓÅÄÌÁ b (a ÌÉÂÏ c)

÷ÁÖÎÏ, ÞÔÏ ÏÓÏÂÁÑ ÔÏÞËÁ b Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÅÄÌÏÍ. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ

ÓÍÅÓØ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ ÒÁ×ÎÙÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÏÂßÅËÔÏ× x É y, ÎÅÕÓÔÏÊÞÉ×Á É ÐÏÄ ×ÌÉÑ-

ÎÉÅÍ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÍÁÌÏÇÏ ×ÏÚÍÕÝÅÎÉÑ �Ó×ÁÌÉ×ÁÅÔÓÑ� ÌÉÂÏ × ÒÅÖÉÍ ×ÙÍÉÒÁÎÉÑ x

É ËÏÎÅÞÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÞÉÓÌÅÎÎÏÓÔÉ y (ÔÏÞËÁ a), ÌÉÂÏ × ÒÅÖÉÍ ×ÙÍÉÒÁÎÉÑ y É ËÏ-

ÎÅÞÎÙÈ ÞÉÓÌÅÎÎÏÓÔÅÊ x (ÔÏÞËÁ c). éÚ ÍÏÄÅÌÉ ÓÌÅÄÕÅÔ ×Ù×ÏÄ, ÞÔÏ ÎÅÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÓÔØ

ÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÏÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÐÒÉÞÉÎ ÂÉÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ

ÏÔÂÏÒÁ (×ÙÂÏÒ ÏÄÎÏÊ ÉÚ Ä×ÕÈ ÉÌÉ ÍÎÏÇÉÈ ÒÁ×ÎÏÐÒÁ×ÎÙÈ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÅÊ).

óÐÏÓÏÂÎÏÓÔØ ÔÒÉÇÇÅÒÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ Ë ÐÅÒÅËÌÀÞÅÎÉÑÍ Ñ×ÉÌÁÓØ ÐÒÅÄÐÏÓÙÌËÏÊ ÄÌÑ

ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÑ ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÐÒÉ ÍÏÄÅÌÉÒÏ×ÁÎÉÉ ÐÒÏÃÅÓÓÏ×, ×ÅÄÕÝÉÈ Ë ÄÉÆÆÅÒÅÎ-

ÃÉÁÃÉÉ ÔËÁÎÅÊ. ó ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ËÁÖÄÁÑ ËÌÅÔËÁ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÎÁÂÏÒÏÍ ×ÏÚÍÏÖ-

ÎÙÈ ÕÓÔÏÊÞÉ×ÙÈ ÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÙÈ ÒÅÖÉÍÏ×, ÎÏ ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ × ÄÁÎÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ
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ÆÕÎËÃÉÏÎÉÒÕÅÔ ÌÉÛØ × ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÎÉÈ. ÷ ÐÒÏÃÅÓÓÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÃÉÉ É ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ

ÐÅÒÅËÌÀÞÅÎÉÅ ËÌÅÔËÉ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÏÇÏ ÒÅÖÉÍÁ ÆÕÎËÃÉÏÎÉÒÏ×ÁÎÉÑ × ÄÒÕ-

ÇÏÊ.

íÏÄÅÌØ ÇÅÎÅÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÔÒÉÇÇÅÒÁ, ÏÓÎÏ×ÁÎÎÁÑ ÎÁ ÂÉÏÈÉÍÉÞÅÓËÏÊ ÓÈÅÍÅ ÒÅÇÕÌÑÃÉÉ

ÂÅÌËÏ×ÏÇÏ ÓÉÎÔÅÚÁ Õ ÐÒÏËÁÒÉÏÔ, ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÁ ÎÁ ÒÉÓ. II.4.

òÉÓ. II.4

óÈÅÍÁ ×ÚÁÉÍÎÏÊ ÒÅÇÕÌÑÃÉÉ Ä×ÕÈ ÓÉÓÔÅÍ ÓÉÎ-

ÔÅÚÁ ÆÅÒÍÅÎÔÏ× (ÓÈÅÍÁ öÁËÏÂÁ É íÏÎÏ) (ÐÏ

íÏÎÏ, öÁËÏÂ, 1964)

çÅÎ-ÒÅÇÕÌÑÔÏÒ (Reg) ËÁÖÄÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÓÉÎÔÅÚÉÒÕÅÔ

ÎÅÁËÔÉ×ÎÙÊ ÒÅÐÒÅÓÓÏÒ (r), ËÏÔÏÒÙÊ, ÓÏÅÄÉÎÑÑÓØ Ó

ÐÒÏÄÕËÔÏÍ ÓÉÓÔÅÍÙ (P ), ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÁËÔÉ×ÎÙÊ ËÏÍ-

ÐÌÅËÓ (ra). áËÔÉ×ÎÙÊ ËÏÍÐÌÅËÓ, ÏÂÒÁÔÉÍÏ ÒÅÁÇÉÒÕÑ

Ó ÕÞÁÓÔËÏÍ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÏÇÏ ÇÅÎÁ (G), ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÇÏ ÏÐÅ-

ÒÏÎÏÍ (O), ÂÌÏËÉÒÕÅÔ ÓÉÎÔÅÚ Íòîë. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ

ÓÕÂÓÔÒÁÔÁ s × ÐÒÏÄÕËÔ p ÐÒÏ×ÏÄÉÔÓÑ Ó ÕÞÁÓÔÉÅÍ ÆÅÒ-

ÍÅÎÔÁ E. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÏÄÕËÔ ×ÔÏÒÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ P2

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÅÐÒÅÓÓÏÒÏÍ ÐÅÒ×ÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ, Á P1 | ËÏ-

ÒÅÐÒÅÓÓÏÒÏÍ ×ÔÏÒÏÊ. ðÒÉ ÜÔÏÍ × ÐÒÏÃÅÓÓÅ ËÏÒÅÐÒÅÓ-

ÓÉÉ ÍÏÖÅÔ ÕÞÁÓÔ×Ï×ÁÔØ ÏÄÎÁ, Ä×Å É ÂÏÌØÛÅ ÍÏÌÅËÕÌ

ÐÒÏÄÕËÔÁ. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÔÁËÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒ ×ÚÁÉÍÏÄÅÊ-

ÓÔ×ÉÑ ÐÒÉ ÉÎÔÅÎÓÉ×ÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ ÐÅÒ×ÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÓÐÏ-

ÓÏÂÓÔ×ÕÅÔ ÂÌÏËÁÄÅ ×ÔÏÒÏÊ, É ÎÁÏÂÏÒÏÔ

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÍÏÄÅÌØ ÐÒÏÃÅÓÓÁ × ÂÅÚÒÁÚÍÅÒÎÏÍ ×ÉÄÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÐÉÓÁÎÁ

ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

dx1

dt
=

A1

1 + xn2
� x1;

dx2

dt
=

A2

1 + xn1
� x2: (II.1.2)

üÔÁ ÍÏÄÅÌØ ÐÏÌÕÞÅÎÁ ÐÕÔÅÍ ÒÅÄÕËÃÉÉ ÐÏÌÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ, ÕÞÉÔÙ×ÁÀÝÅÊ ÐÒÏÃÅÓ-

ÓÙ, ÐÒÏÔÅËÁÀÝÉÅ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÓÈÅÍÅ ÒÉÓ. II.4. óÍÙÓÌ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ × ÓÉÓÔÅÍÅ (II.1.2)

ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ: x1 É x2|ÂÅÚÒÁÚÍÅÒÎÙÅ ËÏÎÃÅÎÔÒÁÃÉÉ ÓÐÅÃÉÆÉÞÅÓËÉÈ ÍÅÔÁÂÏÌÉÔÏ×|

ËÏÒÅÐÒÅÓÓÏÒÏ× ÐÒÏÄÕËÔÏ× P1 É P2. åÄÉÎÉÃÅÊ ×ÒÅÍÅÎÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÎÏÅ ×ÒÅÍÑ

ÆÅÒÍÅÎÔÁÔÉ×ÎÙÈ ÒÅÁËÃÉÊ|ÐÏÒÑÄËÁ ÍÉÎÕÔ. ðÁÒÁÍÅÔÒ n ÏÔÒÁÖÁÅÔ ÐÏÒÑÄÏË ÒÅÁË-

ÃÉÊ ÒÅÐÒÅÓÓÉÉ. ðÁÒÁÍÅÔÒÙ A1 É A2 ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ ÓÕÂÓÔÒÁÔÏ× S1 É S2, ÁËÔÉ×ÎÏÓÔÉ

É ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÑ ÆÅÒÍÅÎÔÏ× ÂÁÚÏ×ÏÇÏ ÍÅÔÁÂÏÌÉÚÍÁ. ÷ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÏÂÅ ÓÉÓÔÅÍÙ

ÓÉÎÔÅÚÁ ÉÄÅÎÔÉÞÎÙ (ÐÏÔÒÅÂÌÑÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÜÎÅÒÇÉÉ) É ËÏÎÃÅÎÔÒÁÃÉÉ

ÓÕÂÓÔÒÁÔÏ× S1 É S2 ÏÄÉÎÁËÏ×Ù, ÐÁÒÁÍÅÔÒÙ A1 É A2 ÒÁ×ÎÙ É ÍÏÄÅÌØ (II.1.2) ÓÉÍÍÅ-

ÔÒÉÞÎÁ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏ×ÅÄÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÐÒÉ ÒÁÚÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ n. ðÒÉ n = 1 ÓÉÓÔÅÍÁ

ÉÍÅÅÔ ÏÄÎÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÅ ÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÏÅ ËÁË ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØ-

ÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÄÌÑ ÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÙÈ ËÏÎÃÅÎÔÒÁÃÉÊ: �x2 + �x � A = 0. æÁÚÏ×ÙÊ

ÐÏÒÔÒÅÔ ÓÉÓÔÅÍÙ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎ ÎÁ ÒÉÓ. II.5. îÁ ÎÅÍ ÉÍÅÅÔÓÑ ÏÄÎÁ ÕÓÔÏÊÞÉ×ÁÑ ÏÓÏÂÁÑ

ÔÏÞËÁ ÔÉÐÁ ÕÚÌÁ.

ðÒÉ n = 2 ÞÉÓÌÏ ÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÙÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÒÁ×ÎÏ ÞÉÓÌÕ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ×ÅÝÅ-

ÓÔ×ÅÎÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ:

A[1 + A2=(1 + x2)2]�1 � x = 0:
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ðÒÉ A < 2 ÉÍÅÅÔÓÑ ×ÓÅÇÏ ÏÄÎÏ ÒÅÛÅÎÉÅ x = �x < 1. ïÎÏ ÕÓÔÏÊÞÉ×Ï, Á ÆÁÚÏ×ÙÊ

ÐÏÒÔÒÅÔ ÓÉÓÔÅÍÙ ÉÍÅÅÔ ÔÏÔ ÖÅ ×ÉÄ, ÞÔÏ É ÎÁ ÒÉÓ. II.5. ðÒÉ A > 2 ÐÏÑ×ÌÑÀÔÓÑ ÔÒÉ

ÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÙÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ (ËÁË ÎÁ ÒÉÓ. II.1), ÓÉÓÔÅÍÁ ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÔÒÉÇÇÅÒÎÏÊ. ÷ÅÌÉ-

ÞÉÎÕ A = 2 ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÂÉÆÕÒËÁÃÉÏÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ

ÕÓÔÏÊÞÉ×ÙÊ ÕÚÅÌ ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÅÔÓÑ × ÓÅÄÌÏ, É × ÅÇÏ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ×ÏÚÎÉËÁÀÔ Ä×Á ÕÓÔÏÊ-

ÞÉ×ÙÈ ÕÚÌÁ.

òÉÓ. II.5

æÁÚÏ×ÙÊ ÐÏÒÔÒÅÔ (II.1.2) ÐÒÉ

n = 1 (ÐÏ à.í.òÏÍÁÎÏ×ÓËÏÍÕ,

î.÷.óÔÅÐÁÎÏ×ÏÊ, ä.ó.þÅÒÎÁ×-

ÓËÏÍÕ, 1975)

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÔÒÉÇÇÅÒÎÙÊ ÒÅÖÉÍ × ÓÉÓÔÅ-

ÍÅ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ × ËÏÒÅÐÒÅÓÓÉÉ

ÕÞÁÓÔ×ÕÀÔ Ä×Å (ÉÌÉ ÂÏÌÅÅ) ÍÏÌÅËÕÌÙ ÐÒÏÄÕËÔÁ

(n > 2) É ËÏÇÄÁ ÕÒÏ×ÅÎØ ÂÁÚÏ×ÏÇÏ ÍÅÔÁÂÏÌÉÚÍÁ

ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÙÓÏË A > 2).

÷ ÎÅÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ ËÁÞÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ

ËÁÒÔÉÎÁ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ, ÎÏ ÈÁÒÁËÔÅÒ ÂÉÆÕÒËÁÃÉÉ

ÎÅÓËÏÌØËÏ ÍÅÎÑÅÔÓÑ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÍÅÀÔÓÑ Ä×Á

ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ A1 É A2. ôÒÉÇÇÅÒÎÙÊ ÒÅÖÉÍ ÎÁÓÔÕ-

ÐÁÅÔ ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÎÉÈ ÂÏÌØÛÅ

Ä×ÕÈ, ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÆÁÚÏ×ÙÊ ÐÏÒÔÒÅÔ ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ

ÎÅÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍ.

÷ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÏÄÞÅÒËÎÕÔØ, ÞÔÏ

ÔÒÉÇÇÅÒÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÁÄÅË×ÁÔÎÏ ÏÐÉÓÙ×ÁÀÔ

ÏÄÎÕ ÉÚ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÅÊ ÂÉÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ

ÓÉÓÔÅÍ|ÉÈ ÓÐÏÓÏÂÎÏÓÔØ Ë ÐÅÒÅËÌÀÞÅÎÉÑÍ ÉÚ

ÏÄÎÏÇÏ ÒÅÖÉÍÁ × ÄÒÕÇÏÊ; ÉÍÅÎÎÏ ÐÏÜÔÏÍÕ ÎÁÒÑÄÕ

Ó ËÏÌÅÂÁÔÅÌØÎÙÍÉ ÔÒÉÇÇÅÒÎÙÅ ÍÏÄÅÌÉ ÐÏÌÕÞÉÌÉ

ÓÔÏÌØ ÛÉÒÏËÏÅ ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÅÎÉÅ. îÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ

ÎÉÈ ÂÕÄÕÔ ÐÏÄÒÏÂÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÙ × x 2 ÇÌ. III ÐÒÉ ÏÐÉÓÁÎÉÉ ËÉÎÅÔÉÞÅÓËÉÈ ÍÏÄÅÌÅÊ

ÆÅÒÍÅÎÔÁÔÉ×ÎÏÇÏ ËÁÔÁÌÉÚÁ.

x 2. ëÏÌÅÂÁÔÅÌØÎÙÅ ÐÒÏÃÅÓÓÙ × ÂÉÏÌÏÇÉÉ.

ðÒÅÄÅÌØÎÙÅ ÃÉËÌÙ

� ÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÅ ×ÒÅÍÑ ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÁÌØÎÏ ÉÚÕÞÅÎÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï

ËÏÌÅÂÁÔÅÌØÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ × ÂÉÏÌÏÇÉÉ: ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÅ ÂÉÏÈÉÍÉÞÅÓËÉÅ ÒÅÁËÃÉÉ, ËÏ-

ÌÅÂÁÎÉÑ × ÇÌÉËÏÌÉÚÅ, ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÃÅÓÓÙ ÆÏÔÏÓÉÎÔÅÚÁ, ËÏÌÅÂÁÎÉÑ ÞÉÓÌÅÎÎÏÓÔÉ

×ÉÄÏ× É Ô. Ä. ÷Ï ×ÓÅÈ ÜÔÉÈ ÐÒÏÃÅÓÓÁÈ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÀÝÉÅ ÓÉÓÔÅÍÕ ×ÅÌÉ-

ÞÉÎÙ ÉÚÍÅÎÑÀÔÓÑ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉ × ÓÉÌÕ Ó×ÏÊÓÔ× ÓÁÍÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÂÅÚ ËÁËÏÇÏ-ÌÉÂÏ

ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÇÏ ×ÏÚÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÉÚ×ÎÅ. ðÏÄÏÂÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÏÔÎÏÓÑÔÓÑ Ë ËÌÁÓÓÕ Á×ÔÏ-

ËÏÌÅÂÁÔÅÌØÎÙÈ.

á×ÔÏËÏÌÅÂÁÔÅÌØÎÙÍÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÙ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÀÔÓÑ É ÐÏÄ-

ÄÅÒÖÉ×ÁÀÔÓÑ ÎÅÚÁÔÕÈÁÀÝÉÅ ËÏÌÅÂÁÎÉÑ ÚÁ ÓÞÅÔ ÓÉÌ, ÚÁ×ÉÓÑÝÉÈ ÏÔ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ÓÁÍÏÊ

ÓÉÓÔÅÍÙ, ÐÒÉÞÅÍ ÁÍÐÌÉÔÕÄÁ ÜÔÉÈ ËÏÌÅÂÁÎÉÊ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ ÓÁÍÏÊ ÓÉÓÔÅ-

ÍÙ, Á ÎÅ ÎÁÞÁÌØÎÙÍÉ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ.

éÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, ÏÐÉÓÙ×ÁÀÝÉÈ Á×ÔÏËÏÌÅÂÁÔÅÌØÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ, ÐÏËÁÚÙ×Á-

ÅÔ, ÞÔÏ ÎÁ ÆÁÚÏ×ÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÔÁËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ

ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÍ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÍ ÃÉËÌÏÍ (ÒÉÓ. II.6).
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äÌÑ ÐÏÎÉÍÁÎÉÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÏÂÝÉÈ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉË Á×ÔÏËÏÌÅÂÁÔÅÌØÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ

ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ

dx=dt = P (x; y); dy=dt = Q(x; y): (II.2.1)

åÓÌÉ T (T > 0)| ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÒÉ ×ÓÑËÏÍ t x(t + T ) = x(t);
y(t+T ) = y(t), ÔÏ Ä×ÉÖÅÎÉÅ x = x(t); y = y(t) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÍ Ä×ÉÖÅÎÉÅÍ

Ó ÐÅÒÉÏÄÏÍ T .
ðÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÍÕ Ä×ÉÖÅÎÉÀ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑ ÎÁ ÆÁÚÏ×ÏÊ

ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, É ÏÂÒÁÔÎÏ: ×ÓÑËÏÊ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ

ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ Ä×ÉÖÅÎÉÊ, ÏÔÌÉÞÁÀÝÉÈÓÑ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ ×ÙÂÏÒÏÍ ÎÁÞÁÌÁ

ÏÔÓÞÅÔÁ ×ÒÅÍÅÎÉ. åÓÌÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÍÕ Ä×ÉÖÅÎÉÀ ÎÁ ÆÁÚÏ×ÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÓÏÏÔ×ÅÔ-

ÓÔ×ÕÅÔ ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ËÒÉ×ÁÑ, Ë ËÏÔÏÒÏÊ Ó ×ÎÅÛÎÅÊ É ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÓÔÏ-

ÒÏÎÙ ÐÒÉÂÌÉÖÁÀÔÓÑ (ÐÒÉ ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÉ t) ÓÏÓÅÄÎÉÅ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ ÐÏ ÓÐÉÒÁÌÑÍ, ÔÏ ÜÔÁ

ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑ ÂÕÄÅÔ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÍ ÃÉËÌÏÍ. ðÒÅÄÅÌØÎÙÊ ÃÉËÌ

ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÕÓÔÏÊÞÉ×ÙÍ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ e ÎÁ ÆÁÚÏ×ÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ,

ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ ÜÔÏÔ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÊ ÃÉËÌ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÆÁÚÏ×ÙÅ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ, ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÅÓÑ

× ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ e, ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÉ ÐÒÉ t!1 ÐÒÉÂÌÉÖÁÀÔÓÑ Ë ÐÒÅÄÅÌØÎÏÍÕ ÃÉËÌÕ

(ÒÉÓ. II.6).

òÉÓ. II.6

õÓÔÏÊÞÉ×ÙÊ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÊ ÃÉËÌ ÎÁ ÆÁÚÏ×ÏÊ ÐÌÏÓ-

ËÏÓÔÉ xy

ðÒÅÄÅÌØÎÙÊ ÃÉËÌ | ÜÔÏ ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ËÒÉ×ÁÑ ÎÁ ÆÁÚÏ×ÏÊ

ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, Ë ËÏÔÏÒÏÊ × ÐÒÅÄÅÌÅ ÐÒÉ t!1 ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ ×ÓÅ

ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÅ ËÒÉ×ÙÅ. ðÒÅÄÅÌØÎÙÊ ÃÉËÌ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ

ÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÙÊ ÒÅÖÉÍ Ó ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÁÍÐÌÉÔÕÄÏÊ, ÎÅ ÚÁ-

×ÉÓÑÝÅÊ ÏÔ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ, Á ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÅÊÓÑ ×ÉÄÏÍ

ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ. óÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÇÏ ÃÉËÌÁ

ÎÁ ÆÁÚÏ×ÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÅÓÔØ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÐÒÉÚÎÁË Á×ÔÏËÏÌÅ-

ÂÁÔÅÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÉ Á×ÔÏËÏÌÅÂÁÔÅÌØ-

ÎÏÍ ÐÒÏÃÅÓÓÅ ÆÁÚÁ ËÏÌÅÂÁÎÉÊ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÌÀÂÏÊ

äÌÑ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÓÔÉ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÇÏ Ä×ÉÖÅÎÉÑ x = f(t), y = y(t)
ÍÏÖÎÏ, ËÁË ÐÏËÁÚÁÌ á.á.ìÑÐÕÎÏ×, ÉÄÔÉ ÐÏ ÐÕÔÉ ÌÉÎÅÁÒÉÚÁÃÉÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, ÐÏÄÏÂÎÏ

ÔÏÍÕ, ËÁË ÜÔÏ ÄÅÌÁÌÏÓØ ÐÒÉ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÉ ÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÓÔÉ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÒÁ×ÎÏ×ÅÓÉÑ.

äÌÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÈ ÃÉËÌÏ× ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÉÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÐÕÔÅÊ, ËÁË

ÄÌÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÙÈ ÔÏÞÅË É ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ÉÈ ÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÓÔÉ. ïÄÎÁËÏ ÉÓ-

ÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ ÆÁÚÏ×ÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÓÉÓÔÅÍÙ ÞÁÓÔÏ ÐÏÍÏÇÁÅÔ ÄÁÔØ ÏÔ×ÅÔ ÎÁ ×ÏÐÒÏÓ Ï

ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÉ × ÄÁÎÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÇÏ ÃÉËÌÁ.

� ðÒÅÄÅÌØÎÙÊ ÃÉËÌ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÅÊ × ÔÏÍ ÓÍÙ-

ÓÌÅ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÆÁÚÏ×ÙÅ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÅ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÇÏ ÃÉËÌÁ

É ÎÅ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÝÉÅ Ó ÎÉÍ, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÍÉ, Á ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÓÏÂÏÊ ÓÐÉÒÁ-

ÌÉ, �ÎÁÍÁÔÙ×ÁÀÝÉÅÓÑ� ÎÁ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÊ ÃÉËÌ ÉÌÉ �ÓÍÁÔÙ×ÁÀÝÉÅÓÑ� Ó ÎÅÇÏ. ÷ ÜÔÏÍ

ÏÓÎÏ×ÎÏÅ ÏÔÌÉÞÉÅ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÇÏ ÃÉËÌÁ ÏÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÆÁÚÏ×ÙÈ

ÔÒÁÅËÔÏÒÉÊ, ÏËÒÕÖÁÀÝÉÈ ÏÓÏÂÕÀ ÔÏÞËÕ ÔÉÐÁ �ÃÅÎÔÒ�, ËÏÔÏÒÁÑ, ËÁË ÐÏËÁÚÁÎÏ × x 3

ÇÌ. I, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÎÅÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÊ.
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òÅÁÌØÎÙÅ ÂÉÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÐÏÄ×ÅÒÇÁÀÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ

×ÎÅÛÎÉÈ É ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ×ÌÉÑÎÉÊ, ÏÄÎÁËÏ × ÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÍ ÒÅÖÉÍÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÉÒÏ×ÁÎÉÑ

ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÉÊ ÈÁÒÁËÔÅÒ ÐÏ×ÅÄÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ. ÷ ÍÏÄÅÌÉ ÜÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Õ-

ÅÔ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÀ ËÁÞÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÁ ÐÏ×ÅÄÅÎÉÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÐÒÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ

ÍÁÌÙÈ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑÈ ÐÒÁ×ÙÈ ÞÁÓÔÅÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÉÓËÌÀÞÁÅÔÓÑ ÓÕ-

ÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÎÅÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ (ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÂÌÉÚËÉÈ ÄÒÕÇ Ë ÄÒÕÇÕ) ÚÁÍËÎÕÔÙÈ

ËÒÉ×ÙÈ (ËÁË × ÓÌÕÞÁÅ ÏÓÏÂÏÊ ÔÏÞËÉ ÔÉÐÁ �ÃÅÎÔÒ�). ÷ ÓÉÓÔÅÍÁÈ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ

ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÀ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÑ ÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÓÔÉ ÐÒÉ ÍÁÌÙÈ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑÈ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏ× (ÔÁË ÎÁ-

ÚÙ×ÁÅÍÙÅ ÇÒÕÂÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ), ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÔÏÌØËÏ ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÆÁÚÏ×ÙÅ

ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ (ÐÒÅÄÅÌØÎÙÅ ÃÉËÌÙ).

äÌÑ Ä×ÉÖÅÎÉÊ, ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÍÙÈ ÕÓÔÏÊÞÉ×ÙÍ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÍ ÃÉËÌÏÍ, ÐÅÒÉÏÄ É ÁÍ-

ÐÌÉÔÕÄÁ (ÔÏÞÎÅÅ, ×ÅÓØ ÓÐÅËÔÒ ÁÍÐÌÉÔÕÄ, ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÈÓÑ ÐÒÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÐÅÒÉÏÄÉ-

ÞÅÓËÏÇÏ Ä×ÉÖÅÎÉÑ × ÒÑÄ æÕÒØÅ) ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ. ÷ÓÅ ÓÏÓÅÄÎÉÅ

Ä×ÉÖÅÎÉÑ (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÃÅÌÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ) ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÉ

ÐÒÉÂÌÉÖÁÀÔÓÑ Ë ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÍÕ Ä×ÉÖÅÎÉÀ ÐÏ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÍÕ ÃÉËÌÕ, ËÏÔÏÒÏÅ ÉÍÅÅÔ

ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ÐÅÒÉÏÄ É ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÕÀ ÁÍÐÌÉÔÕÄÕ.

íÏÄÅÌØ ÇÌÉËÏÌÉÚÁ. ÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÅ ×ÒÅÍÑ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÄÅÓÑÔËÏ× Á×ÔÏ-

ËÏÌÅÂÁÔÅÌØÎÙÈ ÍÏÄÅÌÅÊ ÂÉÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÃÅÓÓÏ× ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÕÒÏ×ÎÅÊ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó

ËÌÅÔÏÞÎÏÇÏ É ËÏÎÞÁÑ ÐÏÐÕÌÑÃÉÏÎÎÙÍ. éÈ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ × ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÊ ÌÉ-

ÔÅÒÁÔÕÒÅ. ëÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÍ ÐÒÉÍÅÒÏÍ ËÏÌÅÂÁÔÅÌØÎÏÊ ÂÉÏÈÉÍÉÞÅÓËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ

ÇÌÉËÏÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÃÅÐØ.

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ × ÐÒÏÃÅÓÓÅ ÇÌÉËÏÌÉÚÁ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁÓÐÁÄ ÇÌÀËÏÚÙ É ÄÒÕÇÉÈ

ÓÁÈÁÒÏ×, ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÓÏÅÄÉÎÅÎÉÑ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ÛÅÓÔØ ÍÏÌÅËÕÌ ÕÇÌÅÒÏÄÁ, ÐÒÅ×ÒÁÝÁÀÔÓÑ

× ÔÒÉËÁÒÂÏÎÏ×ÙÅ ËÉÓÌÏÔÙ, ×ËÌÀÞÁÀÝÉÅ ÔÒÉ ÍÏÌÅËÕÌÙ ÕÇÌÅÒÏÄÁ. úÁ ÓÞÅÔ ÉÚÂÙÔËÁ

Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÜÎÅÒÇÉÉ × ÐÒÏÃÅÓÓÅ ÇÌÉËÏÌÉÚÁ ÎÁ ÏÄÎÕ ÍÏÌÅËÕÌÕ ÛÅÓÔÉÕÇÌÅÒÏÄÎÏÇÏ ÓÁÈÁÒÁ

ÏÂÒÁÚÕÅÔÓÑ Ä×Å ÍÏÌÅËÕÌÙ áôæ.

òÅÛÁÀÝÁÑ ÒÏÌØ × ÇÅÎÅÒÁÃÉÉ ÎÁÂÌÀÄÁÅÍÙÈ ÐÒÉ ÇÌÉËÏÌÉÚÅ ËÏÌÅÂÁÎÉÊ ËÏÎÃÅÎÔÒÁ-

ÃÉÊ ÆÒÕËÔÏÚÏ-6-ÆÏÓÆÁÔÁ, ÆÒÕËÔÏÚÏ-1,6-ÆÏÓÆÁÔÁ É ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÎÏÇÏ îáä ÐÒÉÎÁÄ-

ÌÅÖÉÔ ËÌÀÞÅ×ÏÍÕ ÆÅÒÍÅÎÔÕ ÇÌÉËÏÌÉÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÕÔÉ|ÆÏÓÆÏÒÕËÔÏËÉÎÁÚÅ (ææë).

ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÍÏÄÅÌÉ ÇÌÉËÏÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÃÅÐÉ, ×ËÌÀÞÁÀÝÅÊ Ó×ÙÛÅ 20

ÓÔÁÄÉÊ, ÏÂÌÅÇÞÁÅÔÓÑ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅÍ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÕÚËÉÈ ÍÅÓÔ, ËÏÔÏÒÙÅ É ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ

ËÉÎÅÔÉËÕ ÐÒÏÃÅÓÓÁ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÓÔÅÊÛÕÀ ÍÏÄÅÌØ èÉÇÇÉÎÓÁ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ

ÏÓÎÏ×ÎÙÍ ÆÁËÔÏÒÏÍ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÉÍ ÓËÏÒÏÓÔØ ÐÒÏÃÅÓÓÁ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÁËÔÉ-

×ÁÃÉÑ ææë ÆÒÕËÔÏÚÏÄÉÆÏÓÆÁÔÏÍ. ôÏÇÄÁ ÓÈÅÍÕ ÐÒÏÃÅÓÓÁ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ×

ÕÐÒÏÝÅÎÎÏÍ ×ÉÄÅ:

[çÌ] �!
1
æ6æ

áËÔÉ×ÁÃÉÑ

E
#

1������!
2

æäæ
E2�!
3

(II.2.2)

úÄÅÓØ [çÌ]| ÇÌÀËÏÚÁ; æ6æ (ÆÒÕËÔÏÚÏ-6-ÆÏÓÆÁÔ)| ÓÕÂÓÔÒÁÔ ËÌÀÞÅ×ÏÊ ÒÅÁË-

ÃÉÉ, ËÁÔÁÌÉÚÉÒÕÅÍÙÊ ÆÅÒÍÅÎÔÏÍ E1(ææë); æäæ|ÐÒÏÄÕËÔ ÜÔÏÊ ÒÅÁËÃÉÉ, ËÏ-

ÔÏÒÙÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÕÂÓÔÒÁÔÏÍ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÓÔÁÄÉÉ, ËÁÔÁÌÉÚÉÒÕÅÍÏÊ ÆÅÒÍÅÎÔÏÍ E2.

ïÂÒÁÔÎÏÊ ÓÔÒÅÌËÏÊ ÐÏËÁÚÁÎÏ ×ÌÉÑÎÉÅ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÏÇÏ ÐÒÏÄÕËÔÁ æäæ ÎÁ ÁËÔÉ×-

ÎÏÓÔØ ËÌÀÞÅ×ÏÇÏ ÆÅÒÍÅÎÔÁ E1.

÷×ÅÄÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ: v1|ÓËÏÒÏÓÔØ ÐÏÓÔÕÐÌÅÎÉÑ ÓÕÂÓÔÒÁÔÁ æ6æ ×

ÓÆÅÒÕ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÊ ÒÅÁËÃÉÉ; v2|ÓËÏÒÏÓÔØ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ æ6æ × ÐÒÏÄÕËÔ
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æäæ; v3|ÓËÏÒÏÓÔØ ÒÁÓÈÏÄÁ æäæ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÓÔÁÄÉÉ. äÌÑ ÐÒÏÓÔÏÔÙ ×ÓÅ ÒÅÁËÃÉÉ

ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÎÅÏÂÒÁÔÉÍÙÍÉ. ÷ ÐÒÉÎÑÔÙÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÄÌÑ ÍÅÄÌÅÎÎÙÈ

ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ (ËÏÎÃÅÎÔÒÁÃÉÉ ÓÕÂÓÔÒÁÔÁ æ6æ É ÐÒÏÄÕËÔÁ æäæ) ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ

dx=dt = v1 � v2 = P (x; y); dy=dt = v2 � v3 = Q(x; y); (II.2.3)

ÇÄÅ v2|Ë×ÁÚÉÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÁÑ ÓËÏÒÏÓÔØ ËÌÀÞÅ×ÏÊ ÆÅÒÍÅÎÔÁÔÉ×ÎÏÊ ÒÅÁËÃÉÉ; x, y|
ËÏÎÃÅÎÔÒÁÃÉÉ ÓÕÂÓÔÒÁÔÁ æ6æ É ÐÒÏÄÕËÔÁ æäæ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.

âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÂÓÔÒÁÔ æ6æ ÐÏÓÔÕÐÁÅÔ × ÓÆÅÒÕ ÒÅÁËÃÉÉ Ó ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÊ

ÓËÏÒÏÓÔØÀ

v1 = k; (II.2.4)

v2|Ë×ÁÚÉÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÁÑ ÓËÏÒÏÓÔØ ÒÅÁËÃÉÉ| ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅÍ

v2 = k
x

Kmx
+ x

� y

Kmy
+ y

; (II.2.5)

ÇÄÅ k|ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ ÓËÏÒÏÓÔØ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÊ ÒÅÁËÃÉÉ ÐÒÉ ÐÏÌÎÏÍ ÎÁÓÙÝÅÎÉÉ

ÓÕÂÓÔÒÁÔÏÍ; Kmx
|ËÏÎÓÔÁÎÔÁ íÉÈÁÜÌÉÓÁ; Kmy

ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÅÔ ÐÒÏÄÕËÔÎÕÀ ÁËÔÉ-

×ÁÃÉÀ ËÌÀÞÅ×ÏÊ ÒÅÁËÃÉÉ.

óËÏÒÏÓÔØ ÕÔÉÌÉÚÁÃÉÉ ÐÒÏÄÕËÔÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÍÅÄÌÅÎÎÏÊ É ÎÅÏÂÒÁÔÉÍÏÊ ÒÅÁË-

ÃÉÅÊ, ËÁÔÁÌÉÚÉÒÕÅÍÏÊ ÆÅÒÍÅÎÔÏÍ ÐÉÒÕ×ÁÔËÉÎÁÚÏÊ (ðë). óËÏÒÏÓÔØ ÕÂÙÌÉ y ÍÏÖÎÏ
ÚÁÐÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ

v3 = q
y

K
0
my

+ y
; (II.2.6)

ÇÄÅ K 0
my

|ËÏÎÓÔÁÎÔÁ íÉÈÁÜÌÉÓÁ ÄÌÑ ÒÅÁËÃÉÉ ÕÂÙÌÉ y.
ó ÕÞÅÔÏÍ (II.2.4) { (II.2.6) ÓÉÓÔÅÍÕ (II.2.3) ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ

dx

dt
= k � k

x

Kmx
+ x

� y

Kmy
+ y

;

dy

dt
= k

x

Kmx
+ x

� y

Kmy
� y

� q
y

K
0
my

+ y
:

(II.2.7)

óÉÓÔÅÍÕ (II.2.7) ÍÏÖÎÏ ÐÒÉ×ÅÓÔÉ Ë ÂÏÌÅÅ ÐÒÏÓÔÏÍÕ ×ÉÄÕ, ÅÓÌÉ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÔØ,

ÞÔÏ Kmx
� x, Kmy

� y, É ÐÒÏÉÚ×ÅÓÔÉ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÚÁÍÅÎÕ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ:

t0 =
t
0
kkK

0
my

Kmx
Kmy

(q � k)
; x0 =

xkK
0
my

Kmx
Kmy

(q � k)
; y0 = y

q � k

kK
0
my

: (II.2.8)

ðÒÉ ÜÔÏÍ ÓÉÓÔÅÍÁ (II.2.7) ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÅÔÓÑ Ë ×ÉÄÕ

dx0=dt0 = 1� x0y0; dy0=dt0 = ay0
�
x0 � 1 + r

1 + ry
0

�
; (II.2.9)

ÇÄÅ

a =
(q � k)

2
Kmx

Kmy

K
02
kk

; r =
k

q + k
:

îÁ ÒÉÓ. II.7 ÉÚÏÂÒÁÖÅÎ ÆÁÚÏ×ÙÊ ÐÏÒÔÒÅÔ ÓÉÓÔÅÍÙ (II.2.9).
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èÁÒÁËÔÅÒ ÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÓÔÉ ÏÓÏÂÏÊ ÔÏÞËÉ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅÍ ÄÌÑ ËÏÒÎÅÊ

ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÌÉÎÅÁÒÉÚÏ×ÁÎÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ

l1;2 = �
1

2

�
1� ar

1 + r

�
� 1

2

r�
1 +

ar

1 + r

�2
� 4a

1 + r
: (II.2.10)

éÚ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ (II.2.10) ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÉ
4a

1 + r
>
�
1 +

ar

1 + r

�2
ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÏÓÏ-

ÂÁÑ ÔÏÞËÁ ÔÉÐÁ �ÆÏËÕÓ�. åÓÌÉ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ar=(1 + r) < 1, ÔÏ ÆÏËÕÓ ÕÓÔÏÊÞÉ×ÙÊ, ÅÓÌÉ

ar=(1 + r) > 1, ÔÏ ÆÏËÕÓ ÎÅÕÓÔÏÊÞÉ×ÙÊ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÏÓÏÂÏÊ ÔÏÞËÉ

×ÏÚÍÏÖÅÎ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÊ ÃÉËÌ. úÎÁÞÅÎÉÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ ar=(1 + r) = 1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÉÆÕÒ-

ËÁÃÉÏÎÎÙÍ. ïÎÏ ÏÔÄÅÌÑÅÔ ÏÂÌÁÓÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏ× ÓÉÓÔÅÍÙ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ×

ÓÉÓÔÅÍÅ ×ÏÚÍÏÖÎÙ ÔÏÌØËÏ ÚÁÔÕÈÁÀÝÉÅ ËÏÌÅÂÁÎÉÑ, ÏÔ ÔÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ, ÇÄÅ ×ÏÚÍÏÖÎÙ

Á×ÔÏËÏÌÅÂÁÎÉÑ.

òÉÓ. II.7

æÁÚÏ×ÙÊ ÐÏÒÔÒÅÔ ËÏÌÅÂÁÎÉÉ × ÓÉÓÔÅ-

ÍÅ ÇÌÉËÏÌÉÚÁ (ÐÏ à.í.òÏÍÁÎÏ×ÓËÏÍÕ,

î.÷.óÔÅÐÁÎÏ×ÏÊ, ä.ó.þÅÒÎÁ×ÓËÏÍÕ, 1971)

éÚÏËÌÉÎÁ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÈ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ (ËÒÉ×ÁÑ 1)

ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÇÉÐÅÒÂÏÌÕ y0 = 1=x0. éÚÏ-

ËÌÉÎÙ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÈ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ | ÇÉÐÅÒÂÏÌÁ

x0 = (1 + r)=(1 + ry0) (ËÒÉ×ÁÑ 2) É ÏÓØ y0 = 0. ëÒÉ-

×ÁÑ 3 | ÐÒÅÄÅÌØÎÙÊ ÃÉËÌ.

îÁ ÒÉÓ. II.8 ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÙ ËÉÎÅÔÉËÁ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ ×Ï ×ÒÅÍÅÎÉ ËÏÎÃÅÎÔÒÁÃÉÊ ÐÅ-

ÒÅÍÅÎÎÙÈ x É y É ÆÁÚÏ×ÙÅ ÐÏÒÔÒÅÔÙ ÓÉÓÔÅÍÙ (II.2.7) ÐÒÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ

ÐÁÒÁÍÅÔÒÏ× ÓÉÓÔÅÍÙ. ëÏÇÄÁ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏ× ÉÚÍÅÎÑÀÔÓÑ ÔÁË, ÞÔÏ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ

ÐÅÒÅÈÏÄ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ ÂÉÆÕÒËÁÃÉÉ (ar=(1 + r) = 1), ÔÏ ×ÍÅÓÔÏ ÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÊ ÏÓÏÂÏÊ

ÔÏÞËÉ (ÒÉÓ. II.8, Á, Â) × ÓÉÓÔÅÍÅ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÊ ÃÉËÌ| ÕÓÔÏÊÞÉ×ÙÊ Á×ÔÏËÏ-

ÌÅÂÁÔÅÌØÎÙÊ ÒÅÖÉÍ (ÒÉÓ. II.8, ×, Ç), ËÏÔÏÒÏÍÕ ÔÅÐÅÒØ É ÐÅÒÅÄÁÅÔÓÑ ÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÓÔØ.

� ëÁË ×ÉÄÎÏ, ÓÉÓÔÅÍÁ (II.2.7) ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÉÓÙ×ÁÅÔ ×ÏÚÎÉËÎÏ×ÅÎÉÅ Á×ÔÏËÏÌÅ-

ÂÁÎÉÊ ÐÒÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏ×. ÷ ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ

ÐÒÏÝÅ ×ÓÅÇÏ ÉÚÍÅÎÑÔØ ÓËÏÒÏÓÔØ ÐÏÄÁÞÉ ÓÕÂÓÔÒÁÔÁ ËÌÅÔËÁÍ, Ô. Å. ÐÁÒÁÍÅÔÒ k. ðÒÉ
ÕÍÅÎØÛÅÎÉÉ k ×ÅÌÉÞÉÎÁ a × (II.2.9) ÂÕÄÅÔ ÒÁÓÔÉ, ÞÔÏ ÄÏÌÖÎÏ ÐÒÉ×ÅÓÔÉ Ë ×ÏÚÎÉËÎÏ-

×ÅÎÉÀ Á×ÔÏËÏÌÅÂÁÎÉÊ (ÐÒÉ ar=(1 + r) > 1). äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÚÁÍÅÎÁ ÇÌÀËÏÚÙ ÄÒÕÇÉÍ

ÓÁÈÁÒÏÍ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ×ÅÌÉÞÉÎÁ k É ÓËÏÒÏÓÔØ ÐÏÄÁÞÉ ÓÕÂÓÔÒÁÔÁ ÕÍÅÎØÛÁÀÔÓÑ, ÐÒÉ-
×ÏÄÉÌÉ Ë ÐÏÑ×ÌÅÎÉÀ Á×ÔÏËÏÌÅÂÁÎÉÊ. äÒÕÇÏÊ ×Ù×ÏÄ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ×ÅÌÉÞÉÎÙ x0 (æ6æ)

É y0 (æäæ) ËÏÌÅÂÌÀÔÓÑ ÐÏÞÔÉ × ÐÒÏÔÉ×ÏÆÁÚÅ, ÔÁËÖÅ ÐÏÄÔ×ÅÒÖÄÁÅÔÓÑ ÏÐÙÔÎÙ-

ÍÉ ÄÁÎÎÙÍÉ. éÚ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ ×ÏÚÎÉËÎÏ×ÅÎÉÑ Á×ÔÏËÏÌÅÂÁÎÉÊ|ÎÁÌÉÞÉÑ

ÎÅÌÉÎÅÊÎÙÈ ÞÌÅÎÏ× ÔÉÐÁ xy ÓÌÅÄÕÅÔ Á×ÔÏËÁÔÁÌÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÈÁÒÁËÔÅÒ ÐÒÅ×ÒÁÝÅÎÉÑ

æ6æ.
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òÉÓ. II.8

ëÉÎÅÔÉËÁ ÉÚÍÅÎÅÎÉÊ ËÏÎÃÅÎÔÒÁÃÉÊ æäæ(y) É æ6æ(x), ÒÁÓÓÞÉÔÁÎÎÁÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ

ü÷í, É ÆÁÚÏ×ÙÊ ÐÏÒÔÒÅÔ ÍÏÄÅÌÉ ÇÌÉËÏÌÉÚÁ ÐÒÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ËÏÎÓÔÁÎÔ

ÓËÏÒÏÓÔÅÊ (J. J.Higgins, 1967):

Á | ÂÅÓËÏÌÅÂÁÔÅÌØÎÁÑ ËÉÎÅÔÉËÁ, Â | ÚÁÔÕÈÁÀÝÉÅ ËÏÌÅÂÁÎÉÑ, × | ÐÏÞÔÉ ÓÉÎÕÓÏÉÄÁÌØÎÙÅ ËÏÌÅÂÁ-

ÎÉÑ, Ç | ÎÅÌÉÎÅÊÎÙÅ ËÏÌÅÂÁÎÉÑ.
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÷ ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÁÈ ÕÄÁÌÏÓØ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÁËÔÉ×ÁÃÉÑ ÆÅÒÍÅÎÔÁ ææë ÄÅÊÓÔ×É-

ÔÅÌØÎÏ ÎÁÂÌÀÄÁÅÔÓÑ, ÈÏÔÑ É ÎÅ Ó×ÏÉÍÉ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÐÒÏÄÕËÔÁÍÉ. üÔÏÔ ÆÅÒ-

ÍÅÎÔ ÁËÔÉ×ÉÒÕÅÔÓÑ áäæ É áíæ É ÉÎÇÉÂÉÒÕÅÔÓÑ áôæ, Ô. Å. × ÕÓÌÏ×ÉÑÈ, ËÏÇÄÁ ÚÁ-

ÐÁÓÙ ÜÎÅÒÇÉÉ ÍÁÌÙ É ÎÁËÁÐÌÉ×ÁÅÔÓÑ áíæ É áäæ. ðÒÅ×ÒÁÝÅÎÉÅ æ6æ ÓÏÐÒÑÖÅÎÏ Ó

ÆÏÓÆÏÒÉÌÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ ÜÔÏÇÏ ÓÏÅÄÉÎÅÎÉÑ ÚÁ ÓÞÅÔ ÆÏÓÆÁÔÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ áôæ

áôæ+æ6æ! áäæ+æäæ;

× ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÞÅÇÏ É ÏÂÒÁÚÕÅÔÓÑ ÐÒÏÄÕËÔ A|ÁËÔÉ×ÁÔÏÒ (áäæ).

÷ ÒÁÂÏÔÁÈ óÅÌØËÏ×Á ÐÏÓÔÒÏÅÎÁ ÍÏÄÅÌØ, ÇÄÅ ÁËÔÉ×ÁÔÏÒÏÍ ×ÙÓÔÕÐÁÅÔ áíæ, ÏÂÒÁ-

ÚÕÀÝÉÊÓÑ × ÒÅÁËÃÉÉ

2áäæ! áôæ+áíæ:

üÔÁ ÍÏÄÅÌØ ÄÁÅÔ ËÏÌÅÂÁÎÉÑ, ÐÒÉÒÏÄÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÏÓÉÔ ÒÅÌÁËÓÁÃÉÏÎÎÙÊ ÈÁÒÁËÔÅÒ (ÓÒ.

ÒÉÓ. III.13).

x 3. éÅÒÁÒÈÉÑ ×ÒÅÍÅÎ × ÂÉÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÓÉÓÔÅÍÁÈ

ïÄÎÁ ÉÚ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÐÒÏÂÌÅÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÏÄÅÌÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÓÏÓÔÏÉÔ × ×ÙÂÏÒÅ ÓÕ-

ÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÄÌÑ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÏÂßÅËÔÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙ

ÄÌÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÁÄÅË×ÁÔÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÍÏÄÅÌÉ. éÍÅÎÎÏ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ×ÏÚÍÏÖ-

ÎÏ ×ÏÓÐÒÏÉÚ×ÅÓÔÉ É ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÔÉÐÙ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÏ×ÅÄÅÎÉÑ ÓÌÏÖÎÏÇÏ ÏÂßÅËÔÁ É

ÐÏÎÑÔØ ÐÒÉÎÃÉÐÙ ÅÇÏ ÓÁÍÏÒÅÇÕÌÑÃÉÉ É ÕÐÒÁ×ÌÅÎÉÑ.

� äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÍÏÄÅÌØ Ñ×ÌÅÎÉÑ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÕÀ ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÍÅÎØ-

ÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ É ÐÁÒÁÍÅÔÒÏ× É × ÔÏ ÖÅ ×ÒÅÍÑ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏ ÏÔÒÁÖÁÀÝÕÀ

ÏÓÎÏ×ÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á Ñ×ÌÅÎÉÑ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÓÔØ ÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÙÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ, ËÏÌÅ-

ÂÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÔÒÉÇÇÅÒÎÏÓÔØ, Ë×ÁÚÉÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á É Ô. Ä.). ðÒÏÂÌÅÍÁ ÓÏËÒÁ-

ÝÅÎÉÑ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ (ÕÐÒÏÝÅÎÉÅ ÍÏÄÅÌÉ) ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ

ÌÅÇËÏ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÊ × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ × ÓÉÓÔÅÍÅ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÉÅÒÁÒÈÉÑ ×ÒÅÍÅÎ:

ÓÏ×ÍÅÓÔÎÏ ÐÒÏÔÅËÁÀÝÉÅ ÐÒÏÃÅÓÓÙ ÓÉÌØÎÏ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÐÏ Ó×ÏÉÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÎÙÍ ×ÒÅ-

ÍÅÎÁÍ (ÓÍ. x 1, ÇÌ. I).

÷ ÈÉÍÉÞÅÓËÏÊ ËÉÎÅÔÉËÅ ÍÅÔÏÄ ÒÅÄÕËÃÉÉ ÓÉÓÔÅÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ

× ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÉÅÒÁÒÈÉÅÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÎÙÈ ×ÒÅÍÅÎ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ ÏÔÄÅÌØÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ

ÐÏÌÕÞÉÌ ÎÁÚ×ÁÎÉÅ ÍÅÔÏÄÁ Ë×ÁÚÉÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÙÈ ËÏÎÃÅÎÔÒÁÃÉÊ. ïÂÙÞÎÏ ÅÇÏ ÐÒÉÍÅÎÑ-

ÀÔ ÐÒÉ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÉ ÓÉÓÔÅÍ ÈÉÍÉÞÅÓËÉÈ ÒÅÁËÃÉÊ, ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÅ ÐÒÏÄÕËÔÙ ËÏÔÏ-

ÒÙÈ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÞÁÓÔÉÃÁÍÉ Ó ÂÏÌØÛÏÊ ÒÅÁËÃÉÏÎÎÏÊ ÓÐÏÓÏÂÎÏÓÔØÀ. ë ÔÁËÉÍ ÒÅÁËÃÉÑÍ

ÏÔÎÏÓÑÔÓÑ × ÐÅÒ×ÕÀ ÏÞÅÒÅÄØ ×ÓÅ ËÁÔÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÅ, Á ÔÁËÖÅ Ó×ÏÂÏÄÎÏÒÁÄÉËÁÌØÎÙÅ É

ÃÅÐÎÙÅ ÒÅÁËÃÉÉ.

� ÷ÁÖÎÏÊ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØÀ ÐÒÏÃÅÓÓÏ×, ÉÄÕÝÉÈ Ó ÕÞÁÓÔÉÅÍ ÁËÔÉ×ÎÙÈ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞ-

ÎÙÈ ÞÁÓÔÉÃ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÅ ÚÁ ÍÁÌÙÊ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏË ×ÒÅÍÅÎÉ (× ÔÅÞÅÎÉÅ

ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÅ ÉÚÍÅÎÅÎÉÅ ËÏÎÃÅÎÔÒÁÃÉÊ ÉÓÈÏÄÎÙÈ ×ÅÝÅÓÔ× ÎÅ×ÅÌÉËÏ) ÒÅ-

ÖÉÍÁ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÓËÏÒÏÓÔÅÊ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ vÏ É ÒÁÓÈÏÄÏ×ÁÎÉÑ vÒ ÐÒÏÍÅÖÕ-
ÔÏÞÎÙÈ ÓÏÅÄÉÎÅÎÉÊ ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÍÁÌÏÊ ÐÏ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÀ Ó ÜÔÉÍÉ ÓËÏÒÏÓÔÑÍÉ. üÔÏ ÏÚÎÁ-

ÞÁÅÔ, ÞÔÏ ËÏÎÃÅÎÔÒÁÃÉÑ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÈ ×ÅÝÅÓÔ× ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ. ôÁËÏÊ

ÒÅÖÉÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ë×ÁÚÉÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÙÍ, Á ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ ÅÍÕ ËÏÎÃÅÎÔÒÁÃÉÉ ÁËÔÉ×ÎÙÈ

ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÈ ÞÁÓÔÉÃ| Ë×ÁÚÉÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÙÍÉ ËÏÎÃÅÎÔÒÁÃÉÑÍÉ.
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÷ Ë×ÁÚÉÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÏÍ ÒÅÖÉÍÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÄÌÑ ÉÚÍÅÎÅÎÉÊ

ËÏÎÃÅÎÔÒÁÃÉÊ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÈ ÓÏÅÄÉÎÅÎÉÊ Ri

dRi=dt = v(i)Ï � v(i)Ò (i = 1; : : : ; l)

ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ, ÐÒÅÎÅÂÒÅÇÁÑ ÍÁÌÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÏÊ dRi=dt, ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍÉ:

v(i)Ï � v(i)Ò = 0 (i = 1; : : : ; l):

úÄÅÓØ v
(i)
Ï É v

(i)
Ò |ÆÕÎËÃÉÉ ËÏÎÃÅÎÔÒÁÃÉÊ ÉÓÈÏÄÎÙÈ ×ÅÝÅÓÔ× É ÓÁÍÉÈ ÁËÔÉ×ÎÙÈ

ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÈ ÓÏÅÄÉÎÅÎÉÊ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÉÚ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÍÏÖÎÏ ×ÙÒÁ-

ÚÉÔØ l Ë×ÁÚÉÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÙÈ ËÏÎÃÅÎÔÒÁÃÉÊ ÓÔÁÂÉÌØÎÙÈ ÈÉÍÉÞÅÓËÉÈ ×ÅÝÅÓÔ×. ðÏ ÍÅÒÅ
ÒÁÓÈÏÄÏ×ÁÎÉÑ ÜÔÉÈ ×ÅÝÅÓÔ× Ë×ÁÚÉÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÙÅ ËÏÎÃÅÎÔÒÁÃÉÉ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÈ ÓÏ-

ÅÄÉÎÅÎÉÊ ÂÕÄÕÔ ÍÅÎÑÔØÓÑ, ÎÏ ÅÓÌÉ ×ÒÅÍÑ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÑ Ë×ÁÚÉÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÏÇÏ ÒÅÖÉ-

ÍÁ ÍÁÌÏ, ÏÎ ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÎÁÒÕÛÁÔØÓÑ ÎÁ ÐÒÏÔÑÖÅÎÉÉ ×ÓÅÇÏ ÐÒÏÃÅÓÓÁ. ëÏÎÅÞÎÏ, ÔÁËÏÅ

ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅ ÎÅÐÒÁ×ÏÍÅÒÎÏ ÎÁ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÓÔÁÄÉÑÈ ÐÒÏÃÅÓÓÁ, × ÔÅÞÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÙÈ

ËÏÎÃÅÎÔÒÁÃÉÉ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÈ ÓÏÅÄÉÎÅÎÉÊ ÉÚÍÅÎÑÀÔÓÑ ÏÔ ÎÕÌÑ ÄÏ Ó×ÏÉÈ Ë×ÁÚÉÓÔÁ-

ÃÉÏÎÁÒÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ (ÐÅÒÉÏÄ ÉÎÄÕËÃÉÉ).

� ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ÇÒÕÐÐÙ ÂÙÓÔÒÏ ÉÚÍÅÎÑÀÝÉÈÓÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÍÏÖÎÏ ÎÅ ÚÁÐÉ-

ÓÙ×ÁÔØ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÎÉ ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ÍÇÎÏ×ÅÎÎÏ

ÐÏ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÀ Ó ÏÓÔÁÌØÎÙÍÉ, ÂÏÌÅÅ ÍÅÄÌÅÎÎÙÍÉ, ÄÏÓÔÉÇÁÀÔ Ó×ÏÉÈ ÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÙÈ

ÚÎÁÞÅÎÉÊ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÂÙÓÔÒÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ×ÍÅÓÔÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ,

ÏÐÉÓÙ×ÁÀÝÉÈ ÉÈ ÐÏ×ÅÄÅÎÉÅ ×Ï ×ÒÅÍÅÎÉ, ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ,

ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÉÅ ÉÈ ÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ, × Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ

ÐÏÄÓÔÁ×ÌÅÎÙ × ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÄÌÑ ÍÅÄÌÅÎÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÕÖÅ ×

ËÁÞÅÓÔ×Å ÐÁÒÁÍÅÔÒÏ×. ôÁËÉÍ ÐÕÔÅÍ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÄÕËÃÉÑ, Ô. Å. ÕÍÅÎØÛÅÎÉÅ ÞÉ-

ÓÌÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÐÏÌÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ, ËÏÔÏÒÁÑ ÔÅÐÅÒØ ÂÕÄÅÔ ×ËÌÀÞÁÔØ

ÌÉÛØ ÍÅÄÌÅÎÎÙÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, ÚÁ×ÉÓÑÝÉÅ ÏÔ ×ÒÅÍÅÎÉ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÐÒÉÍÅÒÁ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÐÒÏÃÅÓÓ, ÏÐÉÓÙ×ÁÅÍÙÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ

Ä×ÕÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ:

dx=dt = f(x; y); dy=dt = G(x; y); (II.3.1)

ÇÄÅ y|ÍÅÄÌÅÎÎÁÑ, Á x|ÂÙÓÔÒÁÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÐÒÉ-

ÒÁÝÅÎÉÊ �y É �x ÚÁ ËÏÒÏÔËÉÊ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏË ×ÒÅÍÅÎÉ �t ÍÎÏÇÏ ÍÅÎØÛÅ ÅÄÉÎÉÃÙ:

�y=�x� 1.

úÁÐÉÛÅÍ ÓÉÓÔÅÍÕ (II.3.1) × ÂÏÌÅÅ ÕÄÏÂÎÏÍ ÄÌÑ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ×ÉÄÅ. ÷ÏÓÐÏÌØÚÕ-

ÅÍÓÑ ÔÅÍ ÆÁËÔÏÍ, ÞÔÏ ÓËÏÒÏÓÔØ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ

ÓËÏÒÏÓÔØ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ y. üÔÏ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ÆÕÎËÃÉÀ f(x; y) ×
×ÉÄÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÎÅËÏÅÊ ÂÏÌØÛÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÙ A� 1 ÎÁ ÆÕÎËÃÉÀ F (x; y), ÓÏÏÔ×ÅÔ-
ÓÔ×ÕÀÝÕÀ ÐÏ ÐÏÒÑÄËÕ ×ÅÌÉÞÉÎÙ ÆÕÎËÃÉÉ G(x; y).

éÔÁË, ÐÅÒ×ÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ (II.3.1) ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÏ Ë ×ÉÄÕ dx=dt= AF (x; y).
òÁÚÄÅÌÉ× ÌÅ×ÕÀ É ÐÒÁ×ÕÀ ÞÁÓÔÉ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÎÁ A É ÏÂÏÚÎÁÞÉ× e = 1=A,

ÐÏÌÕÞÉÍ ÐÏÌÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÅ (II.3.1):

dy=dt = G(x; y); e dx=dt = F (x; y); (II.3.1 a)
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ÇÄÅ e� 1. õÐÒÏÓÔÉÔØ ÐÏÌÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ (II.3.1) ÍÏÖÎÏ, ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÈÁÒÁËÔÅÒ ÒÅÛÅÎÉÑ

ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ ÐÒÉ ÕÓÔÒÅÍÌÅÎÉÉ ÍÁÌÏÇÏ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ e Ë ÎÕÌÀ. ôÏÇÄÁ

ÍÏÖÎÏ ÓÏ×ÅÒÛÉÔØ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÊ ÐÅÒÅÈÏÄ e ! 0 É ÐÏÌÕÞÉÔØ ÉÚ ×ÔÏÒÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ-

ÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ (II.3.1) ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ. õÐÒÏÝÅÎÎÁÑ (×ÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ)

ÓÉÓÔÅÍÁ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ

dy=dt = G(x; y); F (x; y) = 0: (II.3.2)

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÁÚÏ×ÙÊ ÐÏÒÔÒÅÔ ÐÏÌÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ (II.3.1) ÎÁ ÒÉÓ. II.9. ÷ÁÖÎÅÊÛÅÊ

ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØÀ ÆÁÚÏ×ÏÇÏ ÐÏÒÔÒÅÔÁ ÓÉÓÔÅÍÙ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÌÉÞÉÅ ÏÂÌÁÓÔÅÊ ÎÁ ÐÌÏÓËÏ-

ÓÔÉ xy, ÒÅÚËÏ ÏÔÌÉÞÁÀÝÉÈÓÑ ÐÏ ÓËÏÒÏÓÔÑÍ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ × ÎÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. äÅÊÓÔ×É-

ÔÅÌØÎÏ, ÆÁÚÏ×ÙÅ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ × ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÅ ÆÁÚÏ×ÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ

òÉÓ. II.9

æÁÚÏ×ÙÊ ÐÏÒÔÒÅÔ ÐÏÌÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ (II.3.1)

èÁÒÁËÔÅÒ ÆÁÚÏ×ÙÈ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÒÁÓ-

ÐÏÌÏÖÅÎÉÅÍ ÇÌÁ×ÎÙÈ ÉÚÏËÌÉÎ ÓÉÓÔÅÍÙ, ÏÐÉÓÙ×ÁÅÍÙÈ ÕÒÁ×-

ÎÅÎÉÑÍÉ: G(x; y) = 0 (ÉÚÏËÌÉÎÁ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÈ ËÁÓÁÔÅÌØ-

ÎÙÈ) É F (x; y) = 0 (ÉÚÏËÌÉÎÁ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÈ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ).

ôÏÞËÁ ÉÈ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ | ÏÓÏÂÁÑ ÔÏÞËÁ ÐÏÌÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ, Á ÅÅ

ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ| ÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x, y.

e-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ËÒÉ×ÏÊ F (x; y) = 0, ÉÍÅÀÔ ÎÁËÌÏÎ, ÔÁÎÇÅÎÓ ÕÇÌÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑ-

ÅÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ
dy

dx
= e

G(x; y)

F (x; y)
' e� 1:

Ô. Å. ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÙ ÐÏÞÔÉ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏ. üÔÏ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÅ ÏÂÌÁÓÔÉ ÂÙÓÔÒÙÈ Ä×É-

ÖÅÎÉÊ, × ËÏÔÏÒÙÈ ×ÄÏÌØ ÆÁÚÏ×ÏÊ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ y ÐÏÓÔÏÑÎÎÏ, Á x ÂÙÓÔÒÏ ÍÅÎÑÅÔÓÑ.

äÏÓÔÉÇÎÕ× ÐÏ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÔÁËÉÈ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌÅÊ e-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ËÒÉ×ÏÊ F (x; y) = 0, ÉÚÏ-

ÂÒÁÖÁÀÝÁÑ ÔÏÞËÁ ÎÁÞÎÅÔ ÚÁÔÅÍ Ä×ÉÇÁÔØÓÑ ÐÏ ÜÔÏÊ ËÒÉ×ÏÊ. óËÏÒÏÓÔØ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÐÏ

ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÍ ÕÞÁÓÔËÁÍ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ dx=dt ' 1=e = A, Ô. Å. ÏÞÅÎØ ×ÅÌÉËÁ ÐÏ ÓÒÁ×-
ÎÅÎÉÀ ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔØÀ Ä×ÉÖÅÎÉÑ × ÂÌÉÖÁÊÛÅÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ËÒÉ×ÏÊ F (x; y) = 0. ðÏ-

ÜÔÏÍÕ ÏÂÝÅÅ ×ÒÅÍÑ ÄÏÓÔÉÖÅÎÉÑ ÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÏÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ x; y, ÌÅÖÁÝÅÇÏ ÎÁ ËÒÉ×ÏÊ
F (x; y) = 0, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÏÍ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ×ÄÏÌØ ÜÔÏÊ ËÒÉ×ÏÊ, Ô. Å. ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ

ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÍÅÄÌÅÎÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ y É ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ
ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÂÙÓÔÒÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x.

÷ÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ (II.3.2) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÄÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ

dy=dt = G(x; y) (II.3.3)

É ÏÄÎÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ

F (x; y) = 0; (II.3.4)

ÚÁÄÁÀÝÅÅ Ó×ÑÚØ ÍÅÖÄÕ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ x É y. ðÌÏÓËÏÓÔØ xy ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ

ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÌÉÛØ ÏÄÎÕ ËÒÉ×ÕÀ, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÕÀ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ F (x; y) = 0 É, ÐÏ ÓÕÝÅÓÔ×Õ,
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ÏÔÒÁÖÁÀÝÕÀ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ×ÅÌÉÞÉÎÙ x ÏÔ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ y ÄÌÑ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (II.3.3).

÷ ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ (II.3.2) ÎÅ ÏÔÒÁÖÁÀÔÓÑ ÂÙÓÔÒÙÅ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÅ Ä×É-

ÖÅÎÉÑ ÐÏ ÆÁÚÏ×ÙÍ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑÍ ÐÏÌÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ. éÚ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Õ-

ÀÝÅÊ ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ x0, y0, ÉÚÏÂÒÁÖÁÀÝÁÑ ÔÏÞËÁ ÓÉÓÔÅÍÙ (II.3.2) ÓËÁÞËÏÍ

(y = y0 = const, x ÍÇÎÏ×ÅÎÎÏ ÍÅÎÑÅÔÓÑ) ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ ÎÁ ËÒÉ×ÕÀ F (x; y) = 0. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁ-

ÚÏÍ, ËÒÉ×ÁÑ ÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ y
×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÉÚÏËÌÉÎÏÊ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÈ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ ÐÏÌÎÏÊ

ÓÉÓÔÅÍÙ.

äÌÑ ÐÒÁ×ÏÍÅÒÎÏÓÔÉ ÚÁÍÅÎÙ ÐÏÌÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÎÅÏÂÈÏÄÉ-

ÍÏ, ÞÔÏÂÙ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÏÔ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ ÉÚÏÂÒÁÖÁÀÝÁÑ ÔÏÞËÁ ÐÏÌÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ

ÂÙÓÔÒÏ ÐÅÒÅÈÏÄÉÌÁ ÎÁ ÉÚÏËÌÉÎÕ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÈ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ F (x; y) = 0. üÔÏ ÏÚÎÁ-

ÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ x0 ÄÏÌÖÎÙ ÐÏÐÁÓÔØ × ÏÂÌÁÓÔØ ×ÌÉÑÎÉÑ ÏÓÏÂÏÊ ÔÏÞËÉ

ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ e dx=dt = F (x; y), ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÓÏÂÙÅ ÔÏÞËÉ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁ×-

ÎÅÎÉÑ ËÁË ÒÁÚ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÙ ÎÁ ËÒÉ×ÏÊ F (x; y) = 0. éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ,

ÞÔÏÂÙ ÒÅÛÅÎÉÅ x = �x(y) ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ F (x; y) = 0 ÂÙÌÏ × ÔÏ ÖÅ ×ÒÅ-

ÍÑ ÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÊ ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÏÓÏÂÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ

ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ e dx=dt = F (x; y) ÐÒÉ ×ÓÅÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ y, ÇÄÅ y ÕÖÅ ÉÇÒÁÅÔ ÒÏÌØ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ
(ÔÅÏÒÅÍÁ á.î.ôÉÈÏÎÏ×Á, 1952).

� åÓÌÉ ÓÉÓÔÅÍÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, ÏÐÉÓÙ×ÁÀÝÁÑ ÐÒÏÃÅÓÓÙ × ÂÉÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ, ÓÏ-

ÄÅÒÖÉÔ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÉ Ó ÍÁÌÙÍ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏÍ ÐÅÒÅÄ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ, ×ÓÅ ÜÔÉ

ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, ÏÐÉÓÙ×ÁÀÝÉÅ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ ÂÙÓÔÒÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÁÌÇÅ-

ÂÒÁÉÞÅÓËÉÍÉ, ÐÒÉÞÅÍ, ÅÓÌÉ ÉÍÅÀÔÓÑ ÐÁÒÁÍÅÔÒÙ ÒÁÚÌÉÞÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÍÁÌÏÓÔÉ, ÒÅÄÕË-

ÃÉÀ ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÉÔØ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ.

÷ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÈ ÈÉÍÉÞÅÓËÏÊ É ÂÉÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ËÉÎÅÔÉËÉ ÒÏÌØ ÍÁÌÙÈ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏ×

ÞÁÓÔÏ ÉÇÒÁÀÔ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÅ ×ÒÅÍÅÎÉ ÂÙÓÔÒÙÈ ÐÒÏÃÅÓÓÏ× ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÐÏÒÑÄËÏ×. ÷ ÄÒÕ-

ÇÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÍÁÌÏÇÏ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ ×ÙÓÔÕÐÁÅÔ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÍÁÌÙÈ ËÏÎÃÅÎÔÒÁ-

ÃÉÊ Ë ÂÏÌØÛÉÍ. üÔÏ ÔÁËÖÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍ ÓËÏÒÏÓÔÑÍ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ ÐÅÒÅÍÅÎ-

ÎÙÈ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÓËÏÒÏÓÔØ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ ÂÏÌØÛÏÊ ËÏÎÃÅÎÔÒÁÃÉÉ, ËÁË ÐÒÁ×ÉÌÏ, ÍÅÎØÛÅ,

ÞÅÍ ÓËÏÒÏÓÔØ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ ÍÁÌÏÊ ËÏÎÃÅÎÔÒÁÃÉÉ. ôÁËÁÑ ÓÉÔÕÁÃÉÑ ÞÁÓÔÏ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÐÒÉ

ÁÎÁÌÉÚÅ ÆÅÒÍÅÎÔÁÔÉ×ÎÙÈ ÐÒÏÃÅÓÓÏ× (ÓÍ. ÇÌ. III).

÷ ÓÌÕÞÁÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÄÌÑ Ä×ÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÏÄÎÁ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÂÙÓÔÒÁÑ

(II.3.1 Á), ÍÏÖÎÏ ÌÅÇËÏ ÓÄÅÌÁÔØ ×Ù×ÏÄ Ï ÔÏÍ, ËÁËÉÅ ÉÚ ÔÏÞÅË ËÒÉ×ÏÊ F (x; y) = 0 ÓÏ-

ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÕÓÔÏÊÞÉ×ÙÍ ÒÅÛÅÎÉÑÍ x = �x(y) ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ e dx=dt =
= F (x; y), ÇÄÅ y|ÐÁÒÁÍÅÔÒ (ÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÓÔØ ÔÏÞÅË ÜÔÏÊ ËÒÉ×ÏÊ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÚÎÁËÏÍ

ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ F 0x(x; y) = 0, ÐÒÉÞÅÍ ÔÅ ÔÏÞËÉ ËÒÉ×ÏÊ F (x; y) = 0, × ËÏÔÏÒÙÈ F 0x > 0,

Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÅÕÓÔÏÊÞÉ×ÙÍÉ, Á ÔÅ ÔÏÞËÉ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ F 0x < 0| ÕÓÔÏÊÞÉ×ÙÍÉ). éÚÏÂÒÁ-

ÖÁÀÝÁÑ ÔÏÞËÁ × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÚÎÁËÁ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ F 0x(x; y) ÂÕÄÅÔ ÂÙÓÔÒÏ Ä×ÉÇÁÔØÓÑ
ÌÉÂÏ ÐÏ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÀ Ë Ë×ÁÚÉÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÏÊ ËÒÉ×ÏÊ ÐÒÉ F 0x < 0, ÌÉÂÏ ÏÔ ÎÅÅ ÐÒÉ

F 0x > 0. ä×ÉÖÅÎÉÅ ÐÏ ÓÁÍÏÊ ËÒÉ×ÏÊ F (x; y) = 0 ÅÓÔØ ÍÅÄÌÅÎÎÏÅ Ä×ÉÖÅÎÉÅ, É ÏÎÏ ÐÒÏ-

ÉÓÈÏÄÉÔ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ dy=dt = G(x; y). åÓÌÉ G(x; y) > 0, ÔÏ Ä×ÉÖÅÎÉÅ

ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ×ÄÏÌØ F (x; y) = 0 ÔÁË, ÞÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ y ÒÁÓÔÕÔ, ÅÓÌÉ ÖÅ G(x; y) < 0, ÔÏ

ÐÒÉ Ä×ÉÖÅÎÉÉ y ÕÍÅÎØÛÁÅÔÓÑ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ, ËÏÇÄÁ F (x; y) = 0

ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÎÅÍÏÎÏÔÏÎÎÕÀ ËÒÉ×ÕÀ.
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îÁ ÒÉÓ. II.10 ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÁ ÓÉÔÕÁÃÉÑ, ËÏÇÄÁ ÏÓÏÂÁÑ ÔÏÞËÁ ÐÏÌÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÒÁÓÐÏ-

ÌÏÖÅÎÁ ÎÁ ÎÅÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÊ ×ÅÔ×É AB ËÒÉ×ÏÊ F (x; y) = 0. åÓÌÉ ÖÅ ÏÓÏÂÁÑ ÔÏÞËÁ ÐÏÌÎÏÊ

ÓÉÓÔÅÍÙ ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÊ ×ÅÔ×É ËÒÉ×ÏÊ F (x; y) = 0, ÔÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÒÁ×ÎÏ×ÅÓÉÑ

ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅ ÏÄÎÏÇÏ ËÏÌÅÂÁÎÉÑ.

òÉÓ. II.10

æÁÚÏ×ÙÊ ÐÏÒÔÒÅÔ ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ (II.3.2)

ïÓÏÂÁÑ ÔÏÞËÁ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÁ ÎÁ ÎÅÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÊ ×ÅÔ×É ËÒÉ×ÏÊ F (x; y) = 0. ÷ ÔÏÞËÁÈ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ ÚÎÁËÁ

ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ F 0

x
(x; y) ÐÒÏÉÓÈÏÄÑÔ ÓËÁÞËÉ (ÔÏÞËÉ A É B). ÷ ÜÔÉÈ ÔÏÞËÁÈ ÓÍÅÎÑÅÔÓÑ ÈÁÒÁËÔÅÒ ÕÓÔÏÊ-

ÞÉ×ÏÓÔÉ, ÔÁË ËÁË × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ ÓÏ ÚÎÁËÏÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ F 0

x
(x; y) ×ÅÔ×É CA É BD ÕÓÔÏÊÞÉ×Ù, Á

×ÅÔ×Ø AB ÎÅÕÓÔÏÊÞÉ×Á. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÔÏÞËÉ A É B Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÂÉÆÕÒËÁÃÉÏÎÎÙÍÉ. ÷ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ

ÓÏ ÚÎÁËÏÍ dy=dt=G(x; y) ÉÚÏÂÒÁÖÁÀÝÁÑ ÔÏÞËÁ ÓÉÓÔÅÍÙ ÍÅÄÌÅÎÎÏ ÄÏÈÏÄÉÔ ÐÏ ×ÅÔ×É CA ÄÏ ÔÏÞËÉ A.

äÁÌØÛÅ ÐÏ ËÒÉ×ÏÊ F (x; y) = 0 ÉÚÏÂÒÁÖÁÀÝÁÑ ÔÏÞËÁ Ä×ÉÇÁÔØÓÑ ÎÅ ÍÏÖÅÔ, ÔÁË ËÁË ×ÅÔ×Ø AB ÎÅÕÓÔÏÊ-

ÞÉ×Á. ðÏÜÔÏÍÕ ÓÉÓÔÅÍÁ ÂÙÓÔÒÏ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ ÐÏ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏÊ ÉÚÏËÌÉÎÅ AD ÎÁ ÕÓÔÏÊÞÉ×ÕÀ ×ÅÔ×Ø

ËÒÉ×ÏÊ F (x; y) = 0. ïÄÎÁËÏ ÎÁ ÜÔÏÊ ×ÅÔ×É × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ ÓÏ ÚÎÁËÏÍ dy=dt = G(x; y) 6 0 Ä×ÉÖÅÎÉÅ

ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ×ÎÉÚ × ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÉ ÔÏÞËÉ B, ËÏÔÏÒÁÑ, ÔÁË ÖÅ ËÁË É ÔÏÞËÁ A, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÉÆÕÒËÁÃÉÏÎ-

ÎÏÊ. äÁÌÅÅ ÓÎÏ×Á ÓÌÅÄÕÅÔ ÂÙÓÔÒÙÊ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÊ ÓËÁÞÏË BC. úÁÔÅÍ ÔÏÞËÁ Ä×ÉÖÅÔÓÑ ÐÏ ×ÅÔ×É

CA. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÉÓÔÅÍÁ ÓÏ×ÅÒÛÁÅÔ ÒÁÚÒÙ×ÎÙÅ Á×ÔÏËÏÌÅÂÁÎÉÑ ÐÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ |

ÒÁÚÒÙ×ÎÏÍÕ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÍÕ ÃÉËÌÕ ADBC.

÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÏ×ÅÄÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÅÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ É ÈÁÒÁËÔÅÒÁ ÐÒÏ-

ÔÅËÁÀÝÉÈ × ÎÅÊ ÐÒÏÃÅÓÓÏ×, Ô. Å. ÏÔ ×ÉÄÁ ÐÏÌÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÍÏÄÅÌÉ, × ÏÓÏ-

ÂÅÎÎÏÓÔÉ ÏÔ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞÅË, É ÔÒÅÂÕÅÔ × ËÁÖÄÏÍ ËÏÎËÒÅÔÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ

ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ.

ôÁË, × ÓÉÓÔÅÍÅ (II.3.2) ÐÅÒÅÍÅÎÎÕÀ y ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÕÐÒÁ×ÌÑÀÝÉÊ

ÐÁÒÁÍÅÔÒ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁ ÓÉÓÔÅÍÅ (I.2.5) (a|

ÐÁÒÁÍÅÔÒ):
dx=dt = f(x; a): (II.3.5)

÷ ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÎÅ ÚÁÄÁÎÏ × Ñ×ÎÏÍ ×ÉÄÅ ÉÚÍÅÎÅÎÉÅ ×Ï ×ÒÅÍÅÎÉ ×ÅÌÉÞÉÎÙ a, × ÒÅ-

ÚÕÌØÔÁÔÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ, ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏ, É ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ Ä×ÉÖÅÎÉÅ ÐÏ ËÒÉ×ÏÊ ÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÙÈ

ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ �x = �x(a). äÌÑ ÐÏÌÎÏÇÏ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÜÔÏÇÏ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÚÁÄÁÔØ ÄÏ-
ÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ×ÉÄÁ

da=dt = f(a; x); (II.3.6)

ÏÐÉÓÙ×ÁÀÝÅÅ ÉÚÍÅÎÅÎÉÅ a ×Ï ×ÒÅÍÅÎÉ ÚÁ ÓÞÅÔ ÎÅËÉÈ ÓÉÌ, ×ÎÅÛÎÉÈ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë

ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x.
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õÒÁ×ÎÅÎÉÑ (II.3.5), (II.3.6) ÏÂÒÁÚÕÀÔ ×ÍÅÓÔÅ ÓÉÓÔÅÍÕ Ä×ÕÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ Ó Ä×ÕÍÑ

ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÍÉ x, a:

dx=dt = f(x; a); da=dt = f(x; a): (II.3.7)

ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÓËÏÒÏÓÔØ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ a ×Ï ×ÒÅÍÅÎÉ × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÉ (II.3.6) ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÚÎÁ-

ÞÉÔÅÌØÎÏ ÍÅÎØÛÅ ÓËÏÒÏÓÔÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ x, Ô. Å.

f(a; x)� f(x; a): (II.3.8)

� éÍÅÎÎÏ ÐÒÉ ×ÙÐÏÌÎÅÎÉÉ ÕÓÌÏ×ÉÑ (II.3.8) ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ a ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍ ÐÁÒÁ-

ÍÅÔÒÏÍ × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÉ (II.3.5). äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÐÒÉ ÜÔÏÍ a ÎÅ ÕÓÐÅ×ÁÅÔ ÓËÏÌØËÏ-

ÎÉÂÕÄØ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÚÍÅÎÉÔØÓÑ ÚÁ ×ÒÅÍÑ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x. ÷ ÔÏ ÖÅ ×ÒÅÍÑ

ÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÙÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ × ÓÉÓÔÅÍÅ (II.3.7) ÐÏ ËÏÎÃÅÎÔÒÁÃÉÑÍ x ÂÕÄÕÔ ËÁÖÄÙÊ ÒÁÚ

ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÔØÓÑ ÚÁÎÏ×Ï ÐÏ ÍÅÒÅ ÐÏÓÔÅÐÅÎÎÏÇÏ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ a. îÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ

ÄÌÑ ÔÁËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ x ÉÇÒÁÅÔ ÒÏÌØ ÂÙÓÔÒÏÇÏ, a|ÍÅÄÌÅÎÎÏÇÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ. óÏÏÔ×ÅÔ-

ÓÔ×ÕÀÝÁÑ ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ

f(x; a) = 0; da=dt = f(a; x): (II.3.9)

ðÏÄÒÏÂÎÙÊ ÐÒÉÍÅÒ, ÉÌÌÀÓÔÒÉÒÕÀÝÉÊ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ôÉÈÏÎÏ×Á ÐÒÉ ÒÁÓ-

ÓÌÏÅÎÉÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÂÉÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÎÁ ÂÙÓÔÒÙÅ É ÍÅÄÌÅÎÎÙÅ, ÒÁÚÏÂÒÁÎ ×

ÇÌ. III.
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òÏÌØ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÅÊ × ÒÁÚÎÙÈ Ñ×ÌÅÎÉÑÈ ÒÁÚÌÉÞÎÁ. ÷ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ Ñ×ÌÅÎÉÑÈ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ

ÏÔËÌÏÎÅÎÉÑ ÏÔ ÚÁËÏÎÏÍÅÒÎÏÓÔÅÊ ÎÁÓÔÏÌØËÏ ÍÁÌÙ, ÞÔÏ ÉÈ ÍÏÖÎÏ ÎÅ ÕÞÉÔÙ×ÁÔØ. ïÄ-

ÎÁËÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ Ñ×ÌÅÎÉÑ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÐÏÄÍÅÔÉÔØ ÎÉËÁËÉÈ ÚÁËÏÎÏ-

ÍÅÒÎÏÓÔÅÊ É ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔØ ÉÇÒÁÅÔ ÏÓÎÏ×ÎÕÀ ÒÏÌØ. ðÒÉÍÅÒÏÍ ÔÁËÏÇÏ Ñ×ÌÅÎÉÑ ÍÏÖÅÔ

ÓÌÕÖÉÔØ Ä×ÉÖÅÎÉÅ ÍÁÌÏÊ ÞÁÓÔÉÃÙ Ô×ÅÒÄÏÇÏ ×ÅÝÅÓÔ×Á, ×Ú×ÅÛÅÎÎÏÊ × ÖÉÄËÏÓÔÉ, ÔÁË

ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÅ ÂÒÏÕÎÏ×ÓËÏÅ Ä×ÉÖÅÎÉÅ. ðÏÄ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÔÏÌÞËÏ× ÍÏÌÅËÕÌ ÖÉÄËÏÓÔÉ ÞÁ-

ÓÔÉÃÁ Ä×ÉÖÅÔÓÑ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÂÅÓÐÏÒÑÄÏÞÎÏ, ÂÅÚ ×ÓÑËÏÊ ×ÉÄÉÍÏÊ ÚÁËÏÎÏÍÅÒÎÏÓÔÉ. ðÒÉ

Ä×ÉÖÅÎÉÉ ÉÎÄÉ×ÉÄÕÁÌØÎÏÊ ÞÁÓÔÉÃÙ ÓÁÍÁ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔØ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÚÁËÏÎÏÍÅÒÎÏÓÔØÀ.

ïÄÎÁËÏ ÅÓÌÉ ÂÒÏÕÎÏ×ÓËÉÈ ÞÁÓÔÉÃ ÍÎÏÇÏ, ÉÈ ËÏÎÃÅÎÔÒÁÃÉÑ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÍÅÎÑÅÔÓÑ,

ÐÏÄÞÉÎÑÑÓØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍ ÚÁËÏÎÏÍÅÒÎÏÓÔÑÍ, ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÄÉÆÆÕÚÉÑ ÔÁËÉÈ ÞÁÓÔÉÃ

ÉÚ ÏÂÌÁÓÔÉ ×ÙÓÏËÉÈ ËÏÎÃÅÎÔÒÁÃÉÊ × ÏÂÌÁÓÔØ ÂÏÌÅÅ ÎÉÚËÉÈ ËÏÎÃÅÎÔÒÁÃÉÊ. üÔÏÔ

ÐÒÏÃÅÓÓ ÄÉÆÆÕÚÉÉ × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÉ ÍÏÖÎÏ ÏÐÉÓÙ×ÁÔØ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎ-

ÎÏÊ ÍÏÄÅÌØÀ. ÷ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÍÏÄÅÌÑÈ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÍÏÖÎÏ ÔÏÞÎÏ

ÐÒÅÄÓËÁÚÁÔØ.

ðÒÉ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÉ ÍÎÏÇÉÈ ÐÒÏÃÅÓÓÏ× × ÆÉÚÉËÅ, ÈÉÍÉÉ, ÂÉÏÌÏÇÉÉ ÂÙÌÏ ÚÁÍÅÞÅÎÏ:

× ÒÑÄÅ ÓÌÕÞÁÅ× Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ×ÏÓÐÒÏÉÚ×ÏÄÉÍÏÓÔÉ ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÎÅ ÓÁÍÉ ÞÉÓÌÏ×ÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ

ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ, Á ÉÈ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ| ÞÁÓÔÏÔÙ, Ó ËÏÔÏÒÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÜÔÏÊ

ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÔÏÍÕ ÉÌÉ ÉÎÏÍÕ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÕ ÎÁ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÐÒÑÍÏÊ. ÷ ÔÁËÉÈ

ÓÌÕÞÁÑÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÍÏÖÎÏ ÏÐÉÓÙ×ÁÔØ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ, Á Ü×Ï-

ÌÀÃÉÀ ÓÉÓÔÅÍÙ ×Ï ×ÒÅÍÅÎÉ| Ü×ÏÌÀÃÉÅÊ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÍÏÄÅÌÉ

Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÉÍÉ.
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� ÷ ÂÉÏÌÏÇÉÉ ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Ï ÐÒÏÃÅÓÓÏ× Ñ×ÌÑÅÔÓÑ, ÐÏ ÓÕÝÅÓÔ×Õ, ÓÌÕÞÁÊÎÙÍÉ, ÎÁÞÉ-

ÎÁÑ ÏÔ ÐÒÏÃÅÓÓÏ× ÐÏÇÌÏÝÅÎÉÑ É ÉÓÐÕÓËÁÎÉÑ Ë×ÁÎÔÏ× Ó×ÅÔÁ ÏÐÔÉÞÅÓËÉ ÁËÔÉ×ÎÙÍÉ

ÂÉÏÍÁËÒÏÍÏÌÅËÕÌÁÍÉ ÉÌÉ ÐÒÏÃÅÓÓÏ× ÂÉÏÈÉÍÉÞÅÓËÉÈ ÒÅÁËÃÉÊ É ËÏÎÞÁÑ ÐÒÏÃÅÓÓÁÍÉ

ÒÁÚÍÎÏÖÅÎÉÑ ÏÒÇÁÎÉÚÍÏ×. ðÏÜÔÏÍÕ ÓÌÅÄÕÅÔ × ÍÏÄÅÌÑÈ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ

×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÐÏÇÌÏÝÅÎÉÑ ÉÌÉ ÉÓÐÕÓËÁÎÉÑ Ë×ÁÎÔÏ× Ó×ÅÔÁ ÉÌÉ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏ-

ÓÔÅÊ ÒÏÖÄÅÎÉÑ ÏÓÏÂÅÊ. ïÄÎÁËÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÐÐÁÒÁÔ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÈ ÒÁÓÐÒÅÄÅ-

ÌÅÎÉÊ ÇÏÒÁÚÄÏ ÂÏÌÅÅ ÇÒÏÍÏÚÄÏË É ÍÅÎÅÅ ÎÁÇÌÑÄÅÎ, ÞÅÍ ÁÐÐÁÒÁÔ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÓÔÉÞÅÓËÉÈ

ÍÏÄÅÌÅÊ, ËÏÔÏÒÙÊ ÂÙÌ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎ ÄÏ ÓÉÈ ÐÏÒ. ðÒÉ ÉÚÕÞÅÎÉÉ ËÁÖÄÏÊ ËÏÎËÒÅÔÎÏÊ

ÓÉÓÔÅÍÙ ×ÓÔÁÅÔ ×ÏÐÒÏÓ Ï ÅÅ ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÉÈ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÈ É ÐÒÁ×ÏÍÅÒÎÏÓÔÉ ÄÅÔÅÒÍÉ-

ÎÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ×ÁÖÎÏ, ËÁËÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ÓÔÁ×ÑÔÓÑ × ÐÒÏÃÅÓÓÅ

ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ. äÌÑ ÉÚÕÞÅÎÉÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ Ó×ÏÊÓÔ× ÓÉÓÔÅÍÙ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÏÐÉÓÙ×ÁÔØ ÅÅ

ËÁË ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ, ÄÒÕÇÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÙ ÔÏÌØËÏ ÐÒÉ ×Å-

ÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÍ ÏÐÉÓÁÎÉÉ.

÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ ÂÕÄÅÔ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÏ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÒÏÓÔÙÈ ÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÉÈ

ÍÏÄÅÌÅÊ É ÎÁ ÉÈ ÐÒÉÍÅÒÅ ÐÏÑÓÎÅÎÏ, Ë ËÁËÉÍ ÎÏ×ÙÍ ÜÆÆÅËÔÁÍ ÐÒÉ×ÏÄÉÔ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔ-

ÎÏÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅ É ËÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ ÍÏÄÅÌÑÍÉ,

ÏÐÉÓÙ×ÁÀÝÉÍÉ Ü×ÏÌÀÃÉÀ ÓÒÅÄÎÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.

ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÕÀ ÍÏÄÅÌØ ÐÒÏÓÔÅÊÛÅÊ ÂÉÍÏÌÅËÕÌÑÒÎÏÊ

ÒÅÁËÃÉÉ. ðÕÓÔØ × ÒÁÓÔ×ÏÒÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ ÍÏÌÅËÕÌÙ Ä×ÕÈ ×ÉÄÏ× A É B É ÉÈ ÓÔÏÌËÎÏ×Å-

ÎÉÅ ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÀ ÎÏ×ÏÊ ÍÏÌÅËÕÌÙ C:

A+B ! C:

÷ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ÐÒÉ t = 0 ÂÙÌÏ N1 ÍÏÌÅËÕÌ ×ÉÄÁ A, N2|ÍÏÌÅËÕÌ ×ÉÄÁ B, Á
ÍÏÌÅËÕÌ ×ÉÄÁ C ÎÅ ÂÙÌÏ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ xt ÞÉÓÌÏ ÍÏÌÅËÕÌ ×ÉÄÁ C × ÍÏÍÅÎÔ t. åÓÌÉ ÎÁ

ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÏÄÎÏÊ ÍÏÌÅËÕÌÙ C ÉÄÅÔ ÏÄÎÁ ÍÏÌÅËÕÌÁ ×ÉÄÁ A É ÏÄÎÁ ÍÏÌÅËÕÌÁ ×ÉÄÁ B,
ÔÏ ÍÏÌÅËÕÌ A × ÍÏÍÅÎÔ t ÂÕÄÅÔ N1 � xt, Á ÍÏÌÅËÕÌ ×ÉÄÁ B ÂÕÄÅÔ N2 � xt.

þÅÒÅÚ pk(t) = pfx(t) = kg ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ × ÍÏÍÅÎÔ t ÓÕÝÅ-
ÓÔ×ÕÅÔ k ÍÏÌÅËÕÌ ×ÉÄÁ C, ÇÄÅ k = 0; 1; 2; : : : ; N3. ôÁË ËÁË ÍÏÌÅËÕÌ ×ÉÄÁ C ÎÅ ÍÏÖÅÔ

ÂÙÔØ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÏ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÉÚ ËÏÌÉÞÅÓÔ× ÍÏÌÅËÕÌ A É B, ÔÏ

N3 = min(N1; N2):

ðÕÓÔØ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÑ Ä×ÕÈ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÍÏÌÅËÕÌ ×ÉÄÏ× A É B
ÚÁ ÍÁÌÙÊ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ ×ÒÅÍÅÎÉ �t ÒÁ×ÎÁ l. ëÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ l ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ, ×

ËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÒÅÁËÃÉÑ (ÔÅÍÐÅÒÁÔÕÒÁ, pH, ËÏÎÃÅÎÔÒÁÃÉÑ ÍÏÌÅËÕÌ É Ô. Ä.).

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÚÁ ×ÒÅÍÑ �t ÐÒÏÉÚÏÊÄÅÔ ×ÓÔÒÅÞÁ ÍÅÖ-
ÄÕ ÍÏÌÅËÕÌÁÍÉ ×ÉÄÏ× A É B, ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÁ ÞÉÓÌÕ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÐÁÒ. âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ,

ÞÔÏ ÅÓÌÉ Ë ÍÏÍÅÎÔÕ t ÕÖÅ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÌÏÓØ xt ÍÏÌÅËÕÌ ×ÉÄÁ C, Ô. Å. ÉÚÒÁÓÈÏÄÏ×ÁÌÏÓØ ÐÏ xt
ÍÏÌÅËÕÌ ×ÉÄÏ× A É B, ÔÏ × ÍÏÍÅÎÔ t ÞÉÓÌÏ ÒÅÁËÃÉÏÎÎÏ-ÓÐÏÓÏÂÎÙÈ ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ ÐÁÒ

ÒÁ×ÎÏ (N1 � xt)(N2 � xt).
óÏÓÔÁ×ÉÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ pk(t), (k = 0; 1; : : : ; N3)

×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ × ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ t ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØÓÑ × ÎÁÌÉÞÉÉ ÎÕÌØ, ÏÄÎÁ,

Ä×Å É Ô. Ä. ÍÏÌÅËÕÌ ×ÉÄÁ C.
÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ P0(t + �t) ÔÏÇÏ, ÞÔÏ Ë ÍÏÍÅÎÔÕ t + �t ÂÕÄÅÔ 0 ÍÏÌÅËÕÌ ×ÉÄÁ C,

Ô. Å. ÐÒÏÄÕËÔÙ ÒÅÁËÃÉÉ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÕÀÔ, ÒÁ×ÎÁ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ × ÍÏÍÅÎÔ t ÂÙ-
ÌÏ 0 ÍÏÌÅËÕÌ ×ÉÄÁ C É ÚÁ ×ÒÅÍÑ (t; t + �t) ÎÉ ÏÄÎÏÊ ÎÏ×ÏÊ ÍÏÌÅËÕÌÙ ÎÅ ÏÂÒÁÚÏ-

×ÁÌÏÓØ. åÓÌÉ ÐÅÒ×ÏÅ ÓÏÂÙÔÉÅ, ÏÔÎÏÓÑÝÅÅÓÑ Ë ÐÏ×ÅÄÅÎÉÀ ÐÒÏÃÅÓÓÁ ÄÏ ÍÏÍÅÎÔÁ t, É
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×ÔÏÒÏÅ, ÏÔÎÏÓÑÝÅÅÓÑ Ë ÐÏ×ÅÄÅÎÉÀ ÐÒÏÃÅÓÓÁ ÐÏÓÌÅ ÍÏÍÅÎÔÁ t, ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÅ, ÔÏ ×ÅÒÏ-
ÑÔÎÏÓÔØ p0(t+�t) ÒÁ×ÎÁ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ p0(t) É p0(�t), Ô. Å. p0(t+�t) =
= p0(t)p0(�t).

íÙ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÌÉ, ÞÔÏ Ë ÍÏÍÅÎÔÕ t ÎÉ ÏÄÎÁ ÉÚ ÍÏÌÅËÕÌ ÔÉÐÏ× A É B ÎÅ ÂÙÌÁ

ÉÚÒÁÓÈÏÄÏ×ÁÎÁ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, Ë ÍÏÍÅÎÔÕ t ÉÍÅÅÔÓÑ N1 ÍÏÌÅËÕÌ ÔÉÐÁ A É N2 ÍÏ-

ÌÅËÕÌ ÔÉÐÁ B. ÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÑ Ä×ÕÈ ÍÏÌÅËÕÌ ÔÉÐÏ× A É B ÚÁ ×ÒÅÍÑ �t
ÒÁ×ÎÁ l. ôÏÇÄÁ ÏÂÝÁÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏÊ ÍÏÌÅËÕÌÙ ÔÉÐÁ C
ÚÁ ×ÒÅÍÑ �t ÒÁ×ÎÁ N1N2l�t. ÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÚÁ ×ÒÅÍÑ �t ÎÅ ÏÂÒÁÚÕÅÔÓÑ ÎÉ
ÏÄÎÏÊ ÍÏÌÅËÕÌÙ ÔÉÐÁ C, ÒÁ×ÎÁ 1�N1N2l�t. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,

p0(t+�t) = p0(t)(1� lN1N2�t):

ðÅÒÅÎÅÓÅÍ p0(t) × ÌÅ×ÕÀ ÞÁÓÔØ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á. ïÔÓÀÄÁ, ÒÁÚÄÅÌÉ× ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÎÁ �t É
ÐÅÒÅÈÏÄÑ Ë ÐÒÅÄÅÌÕ ÐÒÉ �t! 0, ÐÒÉÄÅÍ Ë ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ

dp0(t)=dt = �lN1N2p(t); (II.4.1)

Ë ËÏÔÏÒÏÍÕ ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÉÔØ ÎÁÞÁÌØÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ

p0(0) = 1: (II.4.2)

óÏÓÔÁ×ÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÄÌÑ pk(t) ÐÒÉ k > 0, ËÏÇÄÁ ÐÏÑ×ÌÑÀÔÓÑ ÐÒÏÄÕËÔÙ

ÒÅÁËÃÉÉ. þÔÏÂÙ × ÍÏÍÅÎÔ (t + �t) ÂÙÌÏ k ÍÏÌÅËÕÌ ×ÉÄÁ C, ÎÕÖÎÏ, ÞÔÏÂÙ Ë ÍÏ-

ÍÅÎÔÕ t ÂÙÌÏ k ÍÏÌÅËÕÌ É ÚÁ ×ÒÅÍÑ (t; t +�t) ÎÉ ÏÄÎÏÊ ÎÏ×ÏÊ ÍÏÌÅËÕÌÙ ÔÉÐÁ C ÎÅ

ÏÂÒÁÚÏ×ÁÌÏÓØ, ÉÌÉ ÞÔÏÂÙ × ÍÏÍÅÎÔ t ÍÏÌÅËÕÌ C ÂÙÌÏ k � 1, ÎÏ ÚÁ ×ÒÅÍÑ (t; t +�t)
ÏÂÒÁÚÏ×ÁÌÁÓØ ÅÝÅ ÏÄÎÁ. ïÓÔÁÌØÎÙÅ ×ÁÒÉÁÎÔÙ, ËÏÇÄÁ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÏÂÒÁÚÕÅÔÓÑ ÓÒÁÚÕ

ÎÅÓËÏÌØËÏ ÍÏÌÅËÕÌ, ÉÍÅÀÔ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ, ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ÒÁ×ÎÕÀ ÎÕÌÀ ÐÒÉ �t! 0.

ðÏ×ÔÏÒÑÑ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÐÒÏ×ÅÄÅÎÎÙÍ ÐÒÉ ÐÏÌÕÞÅÎÉÉ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ

×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ p0(t+�t), ÐÏÌÕÞÉÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ

pk(t + �t) = [1 � l(N1 � k)(N2 � k)�t]pk(t) + l(N1 � k + 1)(N2 � k + 1)�tpk�1(t);

ËÏÔÏÒÏÅ ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ

dpk(t)=dt = l(N1 � k + 1)(N2 � k + 1)pk�1(t)� l(N1 � k)(N2 � k)pk(t);

(k = 1; 2; : : : ; N3); (II.4.3)

Ë ËÏÔÏÒÏÍÕ ÎÕÖÎÏ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÉÔØ ÎÁÞÁÌØÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ

pk(0) = 0 ÐÒÉ k > 0 (II.4.4)

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÉÓÔÅÍÕ (II.4.1), (II.4.3) ÉÚ N3 + 1 ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ. üÔÁ

ÓÉÓÔÅÍÁ ÉÍÅÅÔ ÐÒÏÓÔÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ. ðÅÒ×ÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÏÌØËÏ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÕÀ

ÆÕÎËÃÉÀ p0(t), ×ÔÏÒÏÅ| ÔÏÌØËÏ p1(t) É p0(t), k-ÔÏÅ| ÔÏÌØËÏ pk(t) É pk�1(t). üÔÏ
ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÚÁÃÅÐÌÑÀÝÉÈÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ; ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ

ÒÅÛÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ. òÅÛÅÎÉÅ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (II.4.1)

Ó ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ (II.4.2) ÄÁÅÔ

p0(t) = e�lN1N2t:
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ðÏÓÌÅ ÔÏÇÏ ËÁË p0(t) ÓÔÁÌÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÉÚ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ (II.4.3) ÐÒÉ k = 1 ÎÁÈÏÄÉÍ p1(t) ,
ÚÁÔÅÍ ÉÚ (II.4.3) ÐÒÉ k = 2 ÎÁÈÏÄÉÍ p2(t) É Ô. Ä. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÒÅÛÅ-
ÎÉÑ ÄÌÑ ×ÓÅÈ pk(t) ÐÒÉ k = 0; 1; 2; : : : ; N3. ôÁËÉÍ ÐÕÔÅÍ ÍÏÖÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ pk(t)
ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ÜËÓÐÏÎÅÎÔ:

pk(t) =

kX
i=0

aie
�lh(i)t; (II.4.5)

ÇÄÅ h(i) = (N1 � i)(N2 � i), Á ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ai, ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ

ai =
Y
j=i

06j6k

(h(j)� h(i))�1
k�1Y
j=0

k(j):

úÄÅÓØ
Q
|ÚÎÁË ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ.

ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÓÒÅÄÎÅÇÏ, ÓÒÅÄÎÅÅ ÞÉÓÌÏ ÍÏÌÅËÕÌ ×ÉÄÁ C, ÐÒÉÓÕÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ×

ÍÏÍÅÎÔ t × ÒÁÓÔ×ÏÒÅ, ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

m(t) =Mx(t) =

N3X
k=0

kpk(t):

úÄÅÓØM |ÚÎÁË ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÖÉÄÁÎÉÑ. éÚ ÁÎÁÌÉÚÁ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ (II.4.5) ÍÏÖ-

ÎÏ ÚÁËÌÀÞÉÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÂÏÌØÛÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ N3 ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÖÉÄÁÎÉÅ ×ÅÌÉÞÉ-

ÎÙ m(t) ÉÍÅÅÔ ÐÏÒÑÄÏË N3. óÒÅÄÎÅË×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÅ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÅ (Ô. Å. ËÏÒÅÎØ Ë×ÁÄÒÁÔ-

ÎÙÊ ÉÚ ÄÉÓÐÅÒÓÉÉ) x(t) ÏÔ m(t) ÉÍÅÅÔ ÐÏÒÑÄÏË
p
N3.

éÚ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ (II.4.1), (II.4.3) ÍÏÖÎÏ ×Ù×ÅÓÔÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ

ÄÌÑ m(t):

dm(t)=dt = l(N1 �m(t))(N2 �m(t)) +Dx(t); (II.4.6)

ÇÄÅ Dx(t)| ÄÉÓÐÅÒÓÉÑ ×ÅÌÉÞÉÎÙ x(t). ðÒÉ ÂÏÌØÛÉÈ N3 ÐÏÓÌÅÄÎÉÍ ÓÌÁÇÁÅÍÙÍ ×

(II.4.6) ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÎÅÂÒÅÞØ É ÄÌÑ m(t) ÐÏÌÕÞÉÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ

dm(t)=dt = l(N1 �m(t))(N2 �m(t)); m(0) = 0: (II.4.7)

üÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÚÁËÏÎ ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÍÁÓÓ, ËÏÔÏÒÙÊ ÓÔÒÏÇÏ

ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ× ÄÌÑ ÉÄÅÁÌØÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ (ÉÄÅÁÌØÎÙÅ ÇÁÚÙ, ÒÁÚÂÁ×ÌÅÎÎÙÅ ÒÁÓÔ×ÏÒÙ).

üÔÏÔ ÚÁËÏÎ ×ÅÒÅÎ ÌÉÛØ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÎÏ, ËÏÇÄÁ ÞÉÓÌÏ ÍÏÌÅËÕÌ ×ÅÌÉËÏ. ÷ ÚÁÄÁÞÁÈ,

Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ Ó ÐÏ×ÅÄÅÎÉÅÍ ÎÅÂÏÌØÛÉÈ ËÏÌÉÞÅÓÔ× ×ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÏÂßÅËÔÏ×, ÎÕÖÎÏ

×ÍÅÓÔÏ ÚÁËÏÎÁ ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÍÁÓÓ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÍÏÄÅÌØ (II.4.1), (II.4.3). õÒÁ×ÎÅÎÉÑ

ÔÉÐÁ (II.4.1), (II.4.3) ÍÏÖÎÏ ÎÁÐÉÓÁÔØ É ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔØ × ÓÌÕÞÁÅ ÍÎÏÇÏÓÔÁÄÉÊÎÙÈ ÒÅ-

ÁËÃÉÊ Ó ÕÞÅÔÏÍ ÏÂÒÁÔÎÙÈ ÐÒÏÃÅÓÓÏ×, ÐÒÉ ÍÏÄÅÌÉÒÏ×ÁÎÉÉ ÃÅÐÎÙÈ ÒÅÁËÃÉÊ É × ÒÑÄÅ

ÄÒÕÇÉÈ ÓÌÕÞÁÅ×.

� óÌÅÄÕÅÔ ÓÄÅÌÁÔØ ÅÝÅ ÏÄÎÏ ×ÁÖÎÏÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ. úÁËÏÎ ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÍÁÓÓ ÍÙ

ÐÏÌÕÞÉÌÉ × ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÉ, ÞÔÏ N3 ×ÅÌÉËÏ É ÞÔÏ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ×ÓÔÒÅÞÉ Ä×ÕÈ

ÍÏÌÅËÕÌ A É B ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÁ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ N1N2. ôÁË ÂÕÄÅÔ, ÅÓÌÉ ÍÏÌÅËÕÌÙ
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Ó×ÏÂÏÄÎÏ ÐÅÒÅÍÅÝÁÀÔÓÑ × ÒÁÓÔ×ÏÒÅ. îÏ ÅÓÌÉ ÏÎÉ ×ËÌÀÞÅÎÙ × ÓËÏÌØËÏ-ÎÉÂÕÄØ ÖÅÓÔ-

ËÉÅ ËÏÍÐÌÅËÓÙ, ÜÔÏ ÕÖÅ ÎÅ ÔÁË. ÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÐÅÒÅÈÏÄÁ × ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ

ÂÕÄÕÔ ÉÍÅÔØ ÕÖÅ ÉÎÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ. ðÏÄÏÂÎÙÅ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÉÇÒÁÀÔ ×ÁÖÎÕÀ ÒÏÌØ,

ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÒÉ ÍÏÄÅÌÉÒÏ×ÁÎÉÉ ÐÅÒÅÎÏÓÁ ÚÁÒÑÄÁ ÐÒÉ ÆÏÔÏÓÉÎÔÅÚÅ, ÇÄÅ ÐÅÒÅÎÏÓÞÉËÉ,

×Ï ×ÓÑËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÞÁÓÔØ ÉÚ ÎÉÈ, ×ÈÏÄÑÔ × ÓÌÏÖÎÙÅ ÍÕÌØÔÉÆÅÒÍÅÎÔÎÙÅ ËÏÍÐÌÅËÓÙ.

ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÅÝÅ ÏÄÉÎ ÐÒÉÍÅÒ, ÐÏËÁÚÙ×ÁÀÝÉÊ, ËÁË ÒÅÁÌØÎÙÊ ÐÒÏÃÅÓÓ ÍÏÖÅÔ ÏÔ-

ÌÉÞÁÔØÓÑ ÏÔ ÍÏÄÅÌÉ, ÏÓÎÏ×ÁÎÎÏÊ ÎÁ ÄÉÎÁÍÉËÅ ÓÒÅÄÎÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ. ðÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅ-

ËÏÔÏÒÙÊ ×ÉÄ ÂÁËÔÅÒÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÄÅÌÑÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÉ ×ÒÅÍÅÎÉ.

÷ÙÂÅÒÅÍ ×ÒÅÍÅÎÎÏÊ ÍÁÓÛÔÁÂ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÄÅÌÅÎÉÑ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÌÉ ÓÉÎÈÒÏÎÎÏ × �ÃÅÌÙÅ�

ÍÏÍÅÎÔÙ ×ÒÅÍÅÎÉ: t = 0; 1; 2; : : : . ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÏÓÏÂØ ÍÏÖÅÔ ÐÏÇÉÂÎÕÔØ
ÞÅÒÅÚ ÅÄÉÎÉÃÕ ×ÒÅÍÅÎÉ Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ p0 É Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ pk (k = 1; 2; 3; : : : ) ÐÒÅ-
×ÒÁÔÉÔØÓÑ ÞÅÒÅÚ ÅÄÉÎÉÃÕ ×ÒÅÍÅÎÉ × k ÏÓÏÂÅÊ:

P
k=0

pk = 1. ðÕÓÔØ ÏÔÄÅÌØÎÙÅ ÂÁËÔÅÒÉÉ

ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÏÔ Ó×ÏÉÈ ÐÒÅÄËÏ× É ÏÔ ÂÁËÔÅÒÉÊ Ó×ÏÅÇÏ ÐÏËÏÌÅÎÉÑ.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ m ÓÒÅÄÎÅÅ ÞÉÓÌÏ ÐÏÔÏÍËÏ× Õ ÏÄÎÏÊ ÏÓÏÂÉ:

m =
X
k

pkk:

ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ × ÍÏÍÅÎÔ t = 0 ÂÙÌÁ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÁ ÂÁËÔÅÒÉÑ, ÔÏ Ë ÍÏÍÅÎÔÕ t
ÂÕÄÅÔ × ÓÒÅÄÎÅÍ mt ÂÁËÔÅÒÉÊ. åÓÌÉ m > 1, ÔÏ ÓÒÅÄÎÅÅ ÞÉÓÌÏ ÂÁËÔÅÒÉÊ ÓÏ ×ÒÅÍÅÎÅÍ

ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏ ÂÙÓÔÒÏ ÒÁÓÔÅÔ. ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÁÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ p0
ÔÏÇÏ, ÞÔÏ × ÍÏÍÅÎÔ t = 1 (Á ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, É ÄÁÌÅÅ) ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÎÉ ÏÄÎÏÊ ÂÁËÔÅÒÉÉ.

÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÇÉÂÅÌÉ Ë ÍÏÍÅÎÔÕ ×ÒÅÍÅÎÉ t = 2 ÅÝÅ ÂÏÌØÛÅ:

p0 +
X
k=1

pkp
k
0 :

ë ÍÏÍÅÎÔÕ t = 3 ÜÔÁ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÅÝÅ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ. ÷ÏÏÂÝÅ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ×ÙÍÉÒÁÎÉÑ ÎÁ ËÁËÏÍ-ÌÉÂÏ ÛÁÇÕ p ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ ËÏÒÅÎØ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ f(z) = z, ÇÄÅ f(z) =

P
pkz

k. üÔÁ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÄÁÖÅ ÐÒÉ m > 1 ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ

ËÁË ÕÇÏÄÎÏ ÂÌÉÚËÁ Ë 1. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÈÏÔÑ ÓÒÅÄÎÅÅ ÞÉÓÌÏ ÏÓÏÂÅÊ ÒÁÓÔÅÔ ÜËÓÐÏÎÅÎ-

ÃÉÁÌØÎÏ ÂÙÓÔÒÏ, ÐÒÏÃÅÓÓ ÍÏÖÅÔ Ó ÂÏÌØÛÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ×ÙÒÏÄÉÔØÓÑ. üÔÏÔ ÜÆÆÅËÔ

ÎÅÌØÚÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ ÎÁ ÍÏÄÅÌÑÈ, ÏÔÒÁÖÁÀÝÉÈ ÄÉÎÁÍÉËÕ ÓÒÅÄÎÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ, ÚÄÅÓØ ÎÅÏÂ-

ÈÏÄÉÍÁ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÁÑ ÍÏÄÅÌØ.

� ãÅÌÙÊ ÒÑÄ ÂÉÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÏÂßÅËÔÏ× ÈÏÒÏÛÏ ÏÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÍÁÒËÏ×ÓËÉÈ

ÐÒÏÃÅÓÓÏ× Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ ÉÌÉ ÓÞÅÔÎÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ. ë ÜÔÏÍÕ ËÌÁÓÓÕ

ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÐÒÏÃÅÓÓÏ×, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÔÎÏÓÑÔÓÑ ÐÒÏÃÅÓÓÙ, ×ÏÚÎÉËÁÀÝÉÅ × Ä×ÕÈ ÐÒÅÄÙ-

ÄÕÝÉÈ ÐÒÉÍÅÒÁÈ. îÁÐÏÍÎÉÍ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÐÏÎÑÔÉÑ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÔÁËÉÍÉ ÐÒÏÃÅÓÓÁÍÉ.

ðÕÓÔØ ÓÉÓÔÅÍÁ ÍÏÖÅÔ ÎÁÈÏÄÉÔØÓÑ × ÏÄÎÏÍ ÉÚ N ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ l1; : : : ; lN . åÓÌÉ ×

ÍÏÍÅÎÔ t > 0 ÓÉÓÔÅÍÁ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ l1, ÔÏ ÏÎÁ ÐÒÏ×ÅÄÅÔ × ÎÅÍ ÅÝÅ ÎÅËÏ-

ÔÏÒÏÅ ÓÌÕÞÁÊÎÏÅ ×ÒÅÍÑ ti ÂÏÌØÛÅÅ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÐÅÒÉÏÄÁ ×ÒÅÍÅÎÉ S, Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ
pfti > Sg = elis, ÇÄÅ li|ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÐÒÉ S = 0

pfti > 0g = S. úÁÔÅÍ ÓÉÓÔÅÍÁ ÓÏ×ÅÒÛÉÔ ÐÅÒÅÈÏÄ × ÏÄÎÏ ÉÚ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ, ÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔ li.
ðÒÉ ÜÔÏÍ ÓËÁÞÏË ÉÚ li × lj , i 6= j, ÐÒÏÉÚÏÊÄÅÔ Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ qij , ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÏÔ ÔÏÇÏ,
ÞÔÏ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÌÏ Ó ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÄÏ ÍÏÍÅÎÔÁ ÐÅÒÅÈÏÄÁ

P
i6=j

qij = 1. ÷ ÜÔÏÍ É ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ
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ÍÁÒËÏ×ÓËÉÊ ÈÁÒÁËÔÅÒ ÐÒÏÃÅÓÓÁ. þÉÓÌÁ li É qij , (i; j = 1; : : : ; N) ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÑ-

ÀÔ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÅ ÚÁËÏÎÏÍÅÒÎÏÓÔÉ Ü×ÏÌÀÃÉÉ ÄÁÎÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ. ëÁË ÂÙÌÏ ÐÏËÁÚÁÎÏ,

ÞÉÓÌÁ qij ÉÍÅÀÔ ÓÍÙÓÌ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÐÒÉ ×ÙÈÏÄÅ ÉÚ i-ÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÁ
ÓÒÁÚÕ ÐÅÒÅÊÄÅÔ × ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ lj . ÷ÙÞÉÓÌÑÑ ÓÒÅÄÎÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ Mti, ÐÏÌÕÞÉÍ

Mti =

1Z
0

te�lt
l dt = l

�1
i

ÔÁË ÞÔÏ ×ÅÌÉÞÉÎÁ, ÏÂÒÁÔÎÁÑ li ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÓÒÅÄÎÅÅ ×ÒÅÍÑ, ÐÒÏ×ÅÄÅÎÎÏÅ ÓÉ-

ÓÔÅÍÏÊ × li, ÄÏ ÐÅÒ×ÏÇÏ ×ÙÈÏÄÁ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ.

� ïÂÏÚÎÁÞÉÍ pij(t) ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ, ÎÁÈÏÄÉ×ÛÁÑÓÑ × ËÁËÏÊ-ÔÏ ÍÏ-
ÍÅÎÔ × ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ li, ÞÅÒÅÚ ×ÒÅÍÑ t ÂÕÄÅÔ ÎÁÈÏÄÉÔØÓÑ × lj . þÉÓÌÁ pij(t) ÎÁÚÙ×Á-

ÀÔÓÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÑÍÉ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÚÁ ×ÒÅÍÑ t. ëÁË ÆÕÎËÃÉÉ ÏÔ t ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÐÅÒÅÈÏÄÁ

ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍ, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ ëÏÌÍÏ-

ÇÏÒÏ×Á. þÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÔÁËÉÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÉ ÂÕÄÅÔ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ

ÐÒÉ ÉÚÕÞÅÎÉÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ ÐÅÒÅÎÏÓÁ ÜÌÅËÔÒÏÎÁ × ÍÕÌØÔÉÆÅÒÍÅÎÔÎÏÍ ËÏÍ-

ÐÌÅËÓÅ.

ðÕÓÔØ rk(t)| ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ × ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ k × ÍÏÍÅÎÔ t. ðÒÉ-
ÎÉÍÁÑ ×Ï ×ÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ ÐÅÒÅÈÏÄÙ × ÓÉÓÔÅÍÅ ÎÏÓÑÔ ÍÁÒËÏ×ÓËÉÊ ÈÁÒÁËÔÅÒ, ÍÏÖÎÏ

ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ × ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ k × ÍÏÍÅÎÔ (t + �t)
×ÙÒÁÚÉÔÓÑ ËÁË ÓÕÍÍÁ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ × ËÁÖÄÏÍ

ÉÚ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ l (l = 1; 2; : : : ; N) ÎÁ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÐÅÒÅÈÏÄÏ× ÉÚ ÜÔÉÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ × k-e
ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ pik(�t) ÚÁ ×ÒÅÍÑ �t.

rk(t+�t) =

NX
l=1

rl(t)plk(�t) (k = 1; 2; : : : ; N): (II.4.8)

éÚ (II.4.8) ×ÙÔÅËÁÅÔ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÄÌÑ rk(t):

drk(t)=dt =
X

plkrl(t); ÇÄÅ plk = lim
�t!0

plk(�t): (II.4.9)

� üÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ Ü×ÏÌÀÃÉÀ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ

ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÉÚ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ (II.4.9) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÓÔÁÃÉ-

ÏÎÁÒÎÙÅ, Ô. Å. ÎÅÉÚÍÅÎÎÙÅ ×Ï ×ÒÅÍÅÎÉ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ �r = (�r1; �r2; : : : ; �rN ), ÕÄÏ×ÌÅÔ×Ï-
ÒÑÀÔ ÓÉÓÔÅÍÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ

NX
l=1

plk�rl = 0:

ôÁËÉÈ ÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÙÈ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ × ÓÉÓÔÅÍÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ, ÎÏ ÅÓÌÉ

ÐÅÒÅÈÏÄÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÍÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÉÎÔÅÎÓÉ×ÎÙ, ÔÏ ÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÏÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅ-

ÌÅÎÉÅ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÄÌÑ ÍÁÒËÏ×ÓËÉÈ ÐÒÏÃÅÓÓÏ× × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ r(t) ÐÒÉ
t!1 ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÍÕ ÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÏÍÕ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÅÒÅÚ ÂÏÌØÛÏÅ ×ÒÅÍÑ ÆÕÎËÃÉÏÎÉÒÏ×ÁÎÉÑ × ÓÉÓÔÅÍÅ ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ-

×ÁÅÔÓÑ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÍ, ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÝÅÅ ÏÔ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ. üÔÏ É



60 çÌÁ×Á II. ôÉÐÙ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÏ×ÅÄÅÎÉÑ ÂÉÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÓÉÓÔÅÍ

ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÏ×ÁÔØ ÓÉÓÔÅÍÙ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÏÉÓÈÏÄÑÔ ÍÁÒËÏ×ÓËÉÅ ÐÒÏÃÅÓ-

ÓÙ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ. õÒÁ×ÎÅÎÉÑ (II.4.9) ÄÁÀÔ

×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÌÅÄÉÔØ, ËÁË ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÅ ÔÁËÏÇÏ ÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÏÇÏ ÒÁÓ-

ÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ (ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (II.4.7) ÄÌÑ ÂÉÍÏÌÅËÕÌÑÒÎÏÊ ÈÉÍÉÞÅÓËÏÊ ÒÅÁËÃÉÉ ËÁË ÒÁÚ É

Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ (II.4.9) ÄÌÑ ÍÁÒËÏ×ÓËÏÇÏ ÐÒÏÃÅÓÓÁ, ÏÐÉÓÙ×ÁÀÝÅÇÏ ÜÔÕ ÒÅÁË-

ÃÉÀ).

ðÒÉ ÏÐÉÓÁÎÉÉ ÄÉÎÁÍÉËÉ ÂÉÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÓÉÓÔÅÍ ×ÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ É ÄÒÕÇÉÅ ËÌÁÓÓÙ

ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÐÒÏÃÅÓÓÏ×. ÷ÁÖÎÕÀ ÒÏÌØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÉÇÒÁÀÔ ÐÒÏÃÅÓÓÙ ÄÉÆÆÕÚÉÉ. üÔÉ

ÐÒÏÃÅÓÓÙ ÂÕÄÕÔ ÏÐÉÓÁÎÙ × ÇÌ. IV. ÷ ÒÑÄÅ ÏÂÌÁÓÔÅÊ, ÏÓÏÂÅÎÎÏ × ÆÉÚÉÏÌÏÇÉÉ É ÜËÏ-

ÌÏÇÉÉ, ×ÁÖÎÕÀ ÒÏÌØ ÉÇÒÁÀÔ ÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÙÅ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ÐÒÏÃÅÓÓÙ, ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ

ËÏÔÏÒÙÈ ÉÚÕÞÁÀÔ ÍÅÔÏÄÁÍÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÓÔÁÔÉÓÔÉËÉ.


